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a(x, t)

�8���8���~µH�W�����u���8�ò�`���
�`�����=�«j³°�����ED��`���fµH�W�����S�:�8���±�C�������H�f�`�:�8���`µH�W�`�u�<�����]�`���2�-���u�<�=�`���W���8�ç�`���f���=���F�=���OB,�8�����`���"Ô��TI	���
�`���=� �������=�!�MB

F = a(x, t)U
«&A��°�å�x�W�u�`�S�q�z�`�_�8���`���=�u�q���Ü���	�=�u��8�`���W�Q�8��� �S�<�`�`�`���=�`���W���8�C�`�S���

�u���=�z����8�å�8���=���EDK�P�W�±�����`�:�8���<�n�Y�å���ýµH�W�����S�`���W��µS��µH�<�Ü�W�Ü���+�S�=µS�S�:�8�`���W�!�8�å�`���2�°�8�u�=�2�8�u�nµS�u�<�u�=���ED
�å����8���u�=�

S = 0
�W�S�:�8���S���S�$�

Ut + div(a(x, t)U) = 0.
� �u�<�<�W���������u�=�u�<�`�`���S� �u��8�c�8�z�HI��8�zµS���ý���n���u�<�!�u�,�S�<�u�=�`���H�ý�`���,¼EÆ`»���º�øCÀ��"�q�Y�|�å�ý���=�

�
�H�x�`���

�S�=���`���OBJ�8�$��8�u�|�8�����W�u�`�S�q�±�`�_�8�v�`���Ü���=���F�=���OB
v
�8�ç�z��8�v�S�=µH�=���S�|�W�S�JB+�W�	�`�����S�=���`���OB�DS�å�Ü���=�E�

�t + (�v)x = 0.

�]�W�u�j�<�W�zµS���HIxµS���=���W�q�=�_�n�8�u�j�S�<�u�=�`���H�<�x�MBx�CB-�`�u�=�q�å�8�r�º��_�8�`���W���«$©��=�`�_�8µ��°�`���j�W���S�<�`�°�HI��8�zµS���
���v�`����� ôFÄ�¸5Æq¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñS¿zÀ�ó�ò�»8¿n·WÂ�ñ�»WÁn¹Pº5¿=« A½���`�������`�_�8�r�x�W�=�u���u�<�WµS���2�S�<�u�=�`��µS�`���W�]�8�å�8�����S��8�r���W�ED
�`���Ü�`�S�u�<�Ü¢���Bý���8�`�c�8�S���<�C�`�_�8�vµS�c�B	�n�<�=���`�:�8�r�u�W���f�8�u�Ü�`���Ü�S�=���`���OB

�
D-�`���Ü���=���F�=���OB&�_�=���

U
�8���+�`���

�



Û�ÜLÝ�YÅVMÞ ^ aHÝC_ V�Ü

�����u�=�`�_�8�K�=���=�`�LB
"
«	�j�W�u�|�`�_�8�C�8�����`���<�u�|�`�S�u�<��º��_�8���`���`���<�°��8�+�H�v�q��W�`�S�u�<�+�HI-µH�=�`���q�=���:�8���JB�«ç³°�����ED

�`���"·$�S���=�|�º��_�8�`���W���|�8�~���W�v�TBF�_�8�z���<�j�8�u�L�

�t + div(�U) = 0,
»½��¾

(�U)t + div(�U ⊗ U + pI) = 0,
»½��¾

Et + div((E + p)U) = 0.
»~��¾

·,º��_�8�`���W� »½��¾$�<�W�q�<�ç�E�u�W�¡�`���fºuÀ�ñS¿¸5Æ5Å8»�¼E¹PÀ�ñ]À�óvÁq»8¿:¿������ç���ç�å�=���Y��¢F����C�ý�`�_�8�ò�`���v�u�W�:�8�_�x�W�u�ò�8�H�`���
���W�ò���å�<�W���u�=�`���<�K«$³°���j�u�<�<�W���ý�º��_�8�`���W� »½��¾~���ò�`���nºuÀ�ñS¿¸5Æ5Å8»�¼E¹PÀ�ñ]À�ój¼4¾S¸jÁqÀWÁx¸Hñ_¼ôFÁ0���MB
�j�=�C�u�W��� �
�u�<�<�W���+�c�<���8���q�W�`���W��D-�`���±�:�8�u�Ü�8�~�u�_�8�S���Ü�8���q�W�q�=���`�S� �º��_�8���å�P�W�u�<��«�A½�	�8���u�=���<�Ü�8�r�P�W�u�<�<�EDF�`���
���W�~µS�u�<�u�`�S�u�°�HIS�=�`�u�~�`���°�W�S�JB��P�W�u�<�°�W�n�`���å���W�«�»	Nj�=�u� ⊗ �S�=���W�u�<�$�`���å�u�=���u�W�~µS�u�F�-���=�$�H�=�½�å�<�=�x�8�MB
�½�å�q���<�=�u�W�u�

a = (a1, a2, a3)
�8���

b = (b1, b2, b3)
�8�

ℝ
3 �8��� I ���C�`��� 3× 3

���S�=���`���OBJ�x�8�`�`�bIK« ¾z³°���
�c�W�`���º��_�8�`���W�>»~��¾|���Ü�`���	ºuÀ�ñS¿¸5Æ5Å8»�¼E¹PÀ�ñ�À�óx¸HñH¸5Æ½òWÂLDr�C�S���u� ���Ü�`���z�`�S� �8�°�`���n¢F�����=�`���x�8���,�����u�=�`�_�8�
�=���=�`�LB¶�

E =
1

2
�∣U ∣2 + �".

�j�W�u�±�`�_�8�v�`���ÜµS�u�<�u�`�S�u�
p
���|�2�E�S���=�`���W�

p(�, ")
«

Â��$ (|®¯uEw	tKÃÅÄK��{�w5Æz|&�MÇ�y=�Tu}|~w	t=�Lî ²b�F�W¢F���S���8�+�`�����=�c�W�u�`����8�±�q�<�u�_�8�S���<�)»E�u�<���P�W�ý�����`�:�8���<�� � ��� ¾
�W���8�Ü�WµS�`���x�8�ç�<�W���`�u�W�$µS�u�W�S���=�q�f�8���W�`���=�ÜµH��å�=�õ�E�S�$µS�`�����=��µS���z�<�W�q�<�±�����u�ý�`���nµS�c�B¶�v�`���n�z���S���x�8�
����W�`�°�W�=�`���W� »E�W� N±�8�z�����u�W�S�c�8�+µS�`�����=��µS���}¾5«�S Bz�`�S���çµS�`�����=��µS���|�å�j��8�ý�u�_�8�:�W�=�u�=�`�J¸�±��W�u�ý�q�<�u�_�8�S����8�
�CB-�`�u�=� �C���`���`���f²r�8���:�8�S���c�8�]�E�S���=�`���W�

L(x, ẋ, t)
D��C�S���u�,�<�W���:�8�����j���-�P�W�`�x�8�`���W�,�W���`���f�<�W���u�=�`���<�

º��_�8���`���`���<�EDK�8�����Y�ç�å�z�W�u�`�S�q���`�_�8�Ü�q�H�F�TB+���|�E�u�<���u�x�q����2�����`���2�`µ_�W�<�LD��`�S���j�W�TP`�<�=�j�C�����r�P�W������
�2�`�:�}P`�<�=�u�W�CB+�`�_�8�v�z���S���z�J¸�<�v�`���x»�º<¼E¹PÀ�ñz�

A =

∫ t2

t1

L(x, ẋ, t) dt.

S Bq�=�c�W�u�`����8�_���8�`�c�8�`���W�_�8�H�<�W�zµS�S�:�8�`���W���EDF�å�j��8�J�W�u�u�F�=�c�8�u�v�u���`�S���òµS�u�W�S���=� �`���v�å�=���Y��¢F����C��� ôFÄ�¸5ÆHõ
�b»EòWÆ`»�ñ�ò�¸z¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñS¿�DS�C�S���u�]�S�<�u�=�`���H�Ü�`���±�q�W�`���W�]�8�$�W�S�C�H�F�TB¶�

d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0, i = 1, . . . , s;

�C���=�u�
s
���°�`���±���S�f�H�=�j�8�~�S�=���u�<���8�r�E�u�<�<�S�W�	«��j�HI-�ED-���JµS�u�<�u�=�`���H�<�+�q�<�u�_�8�S����8�rµS�u�W�S���=�q�v�å�Ü��8�

�:�8¢��n�W�-���8���:�8���z�`�S���`�`���`�S�`���S�+�`���f���=���F�=���OB
ẋ
�C���`�,�`���f���zµS�S���u�

p
D��C�S���u����8�]�H�2�`�S���u�º����=���`�c�8���JB

�u�=µS�c�W�<�<�ª�MB ∂A
∂x

« ³°�����ED|�P�W������C���S���`�����:�8�q���`�u�=µ��J���ª�`�����S�=�`�����8�`���W���8�n�`��� ·$�S���=�õ�½²r�8���:�8�S���
�º��_�8�`���W���v�å����8���W�S�:�8���	�`������»WÁn¹4ÄY¼�À�ñ$õ��F»�ºuÀ�Ã5¹°¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñS¿��P�W�C�`���Ü�q�W�`���W���

∂A

∂t
+H

(
x,
∂A

∂x
, t
)
= 0

�C���=�u���`������»WÁn¹4ÄY¼�À�ñ�¹P»�ñ�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ
H
���|�<�W�S���<�=�u�<�	�u�z�`����²r�8���:�8�S�����E�S���=�`���W�

L
�MB+�`����²b�=���=���-�u�

�`�:�8���õ�P�W�`�x�8�`���W��D���« �
H(p, q, t) =

∑s
i piqi − L

«

A½�]�W���2�`µ_�W�<�2�-���q�=���`���W�,�`���=�u�n�HI-���`�u�±�8�����zµH�W�`�:�8�����<�W�S���<�=�`���W�,�H�=�½�å�<�=���<�W���u�=�`���8�`���W�,�c�<�v�Ü�8���
N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�K�º��_�8�`���W���«$³r�����������`�`�:�8�u�v�`�S���ç���W�=�ç�å�+���u�`�ò�`�SµSµH���u�C�`�_�8�

k ∈ L∞(ℝ)
�8���x�S�H�����

ℎ(x) :=

∫ x

0
k(y) dy (x ∈ ℝ).

�
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�j�HI-�ED8���=�
w
�H�å�C�u�=���S�c�8�~�u�W���S�`���W�n�8���`�S���r���S���`�c�8�Y�����8�����åµS�u�W�S���=�/�P�W�r�`���RN±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S���º��_�8�`���W���

{
Dtw(x, t) +H(Dxw(x, t)) = 0,

���
ℝ× ℝ

+ �
w(x, 0) = ℎ(x),

���
ℝ× {t = 0} «

»½��¾

A��b�å�|����ª�-�bGK�=�u�=���`�c�8�u�j�`���j©ç��·��8���x���u�ò���S���`�c�8�K�<�W���-���`���W�+�C���`�ý�u�<�`µH�<�=�å�u�
x
D��å�±�W�S�:�8���ý�`�_�8�å�`���

�E�S���=�`���W�
wx

���|��»4�å��8¢$¾C�u�W���S�`���W���8�~���S���`�c�8�Y�����8�����ÜµS�u�W�S���=� �P�W�C�`�����<�W���u�=�`���8�`���W�	�c�<�"�
{
Dtwx(x, t) +H(Dxw(x, t))x = 0,

���
ℝ× ℝ

+ �
wx(x, 0) = k(x),

���
ℝ× {t = 0} «

»½À�¾

��|t=Î	y�®~��v�|¯u}|~�M��w5¢+�Ew	®y�u}|~w	t=�Lî ®å�W���`���S�=�j�n�`���S�����Ü�_�8�c�8���<�Ü�c�<�v�v�����W���Ü�`µ_�W�<���-���q�=���`���W���

Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t), x, t)] + g(u(x, t), x, t) = 0
�����8���WµH�=�	�u�=�

Ω ⊂ ℝ
2 »9�L¾

�C���=�u�
f
�S�=���W�u�<�n�`���ÏÔ��TI �E�S���=�`���W���8���

g
�`���+�u�W�S�u�<�ý�u�=�`�	«)�|���+�8�|�`���ýµH�<�=�S���c�8�`���`���<�z�8�j�`���u�

�OBFµH���8�$©ç��·ç�v���C�`���ÜµH���u�`���S�������OBJ�8���P�W�`�x�8�`���W���8�ç�`���S���S�c�8�`���`���<�|�=���=���`�:�8�`�`���S�q�E�u�W� �`�q�F�W�`�	���S���`�c�8�
�E�S���=�`���W�

u(x, 0) = u0(x)
«ý ��W�f�����`�:�8���<�LDr�å�x��8� µS�S�

f(u, x, t) = u2/2
�8���

g(u, x, t) = 0
�8���

�<�W�SµS�����º��_�8�`���W�)»9�L¾å�C���`�]�8�	���S���`�c�8�r�`�q�F�W�`�	���8�:�T�
{
Dtu(x, t) +Dx

u2(x,t)
2 = 0, ℝ× ℝ

+ �
u(x, 0) = 1

1+x2 , ℝ× {0} «
»½©�¾

³°���=��D��8�_�8�JB�¸<���S�	�`���q�8�H����z���S���`�c�8�Y�����8�����zµS�u�W�S���=� »4�`���n�å�=���Y��¢F����C�)Så�S�`���=�u���b�º��_�8�`���W�	¾j�å�n�C�����
�W���u�=�`���°�`�_�8�ò�j�-���u�<�W���`�������W���ò�u�W���S�`���W�z���~���=���=�:�8�u�<�x�s�E�u�=�����S���u�°�`���q�"»E�u�<�å�`���å�H�F�W¢-�� ��DL�T�LDL�L� � �P�W�
�|�<�W�zµS���=�u�°�`�S�`����Bf�W�n�`�S�����u�WµS���}¾5«=F �°��8�n�HI-µS�c�8���n�`���°�8µSµ_�8�`���`���W�q�8���`���F�u¢-��»E�W�5Põ�S�zµ��H¾b�W���u�=�`�F���S�
�`�_�8���u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<���C���`� �-�bGK�=�u�=���f�`���WµH��»E�W���`µH�<�<�5¾v�x�B,�<�W�������S�q�s�E�u�=�f�ý�`�x�8���$�`���q��«2³°�����EDK�å�
��8�q�S���S�=�u�`�:�8���q�C�MB2���=���S�����=�JBz���W�S��������8�å�<�W���u�=�`���8�`���W�x�c�<�v�å�8�u�C�q���`�`�JB2¢F����C�ý�W�ç�=�c�W�u�`����8�_��W�u�<�
�C���=�u�J�`���	�u�W���S�`���W���z�OBFµS����8���JBQ�����u�J�`���=���7»4���S���`�c�8�~¾2�u�=���S�c�8�`���OB�«�³°�S���q�q��8���z�`�_�8�q�������=���=�:�8�v�å�
��8�S���W���HI-µH�<�=�j�u�Ï�����,�����W�_�8�$�=�c�W�u�`����8�$�u�W���S�`���W���±�P�W�±�º��_�8�`���W�l»9�L¾j�8�����W�±�<�W���u�º����=���<�n�å�n�_�<���
�u�x�����`�u�F�-���<�z�x�`�S���:�8�S���2�S�H���S���`���W� �8�ç�å��8¢]�u�W���S�`���W�b«�A½�,�W�u�S�=�j�u�ý�S�=���=���Wµ �8���W�-�z���u�`���S���f�`���<�W�CB
�P�W�|�<�W���u�=�`���8�`���W���c�<�v�ED��å�����<�<�	�u�q�u�=���<�=�±�8�]�8µSµS�u�WµS�`�c�8�u�2�`µ_�W�<�f�8�~�E�S���=�`���W���ED��C�S���u�,�W�-�z���u�±�8���u�
�-���u�<�W���`�������W���Ü�u�W���S�`���W���E�°�`���f�`µ_�W�<�

BV
�8�$�E�S���=�`���W���j�8�ç�H�W�S���S�<�����8�`�c�8�`���W���C�������H���`���f�`�S���:�8�S���

�W����«$³r�2�������±�8�ý���S��2�8�b�C�_�8�v�f�W���5�½�-���q�=���`���W�_�8�
BV

�E�S���=�`���W�+���ED��å�±��8�ý�`�S���S¢q�u�z�8�ý�����u�=���:�8�S���
�E�S���=�`���W�q�C���`�x�j�H�W�S���q�W�z�`���°�u�W�:�8���8�q�W�S���ò�8�H�`���C���u�=�����c�8�`���W���å�8���n�C���`�x�W�S�JBz�8�$�q���`�ç�<�W�S���:�8�S�JB
�x�8�MB!µH�W�����u�n�8�j�-���u�<�W���`�����S���OB�« � �u�W���S�`���W�

u(x, t)
�8�±���u��8�c�8�n�<�W���u�=�`���8�`���W�Q�c�<� �P�W�n��W�u�)��IS�<�

t > 0
���
BV

���q�`���v�`µ_�W�<�C���8�`�c�8�S���|�8���z�`���v�-���u�<�W���`�����S���OBqµH�W�����u�$�P�W�`�¡�`���C�`���F�u¢z�=�S�`���<�ò�8�
u(x, t)

«
¤|�-�P�W�`�`�S�_�8�u�=�JB��`���=�u�J���n���,�S�S� º����+�å��8¢Q�u�W���S�`���W���u���º��_�8�`���W� »9�L¾HDò�S�S�z�`���!¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Â!ºuÀ�ñ�·W¹E¼E¹PÀ�ñ
µH�=�`�z���u�f���f�u�]�`���S�����x�W�S�z�J�S�S� º����ý�W����«�A½�!�`���7�E�L� � � �ED��`���&º��_�8�����:�8�`�����x�`���<�W�CB �°�W�n�S�=���=���WµH�<�
�MB��`�����v���u�`�c�8�!�u�u���F�W�9D�����W�S�<�!�MB)�|���=���S��¢H«�A½� µ_�8�`�`���=�S�c�8�n�`���x�S�<��B �8�vµH���`���`�����q�°�<���<�z�8���`���
�:�8�u�

O(1/t)
�P�W�°�`���±�u�W���S�`���W���

u(x, t)
�8���`�`�`���=�`�JBý�<�W�����HIJ�u��8�c�8�C�<�W���u�=�`���8�`���W�J�c�<�v�°���C�-���u�=���u�u�<�ý�MB

�|���=���S��¢+���� �g� � �
u(x+ z, t)− u(x, t) ≤ C̆

t
z,

�P�W�|�
C > 0

»½��¾
���W���S�f�P�W�n�8���

t > 0
D
x, z ∈ ℝ

�C���=�u�
z > 0

«�³°�S���n�S�<��B ����W�S�2�u�,�8�!�S�S� º����=���<�u�n�=�`���u�=�`���W���P�W�
�<�W�����HI �u��8�c�8���<�W���u�=�`���8�`���W���c�<�v�f�8���,�����`���n�����u�=�:�8�`�S�u�z���Ü��8�����<�)�|���=���S��¢,�=���`�u�WµMB��<�W���-���`���W�b«�A½�
�E�LÀ���D-�W�u�`�S�z���S�f�`�_�8�ò�`���v���S���`�c�8�����8�:�Ü���ò�<�W���`�������W���v�8���q�`����Ô��TIz�E�S���=�`���W�x���ò�<�W�����HIKDM�ç�W��µH�=�`�  �LÀ �
�_�W�CµS�u����<�	�`�_�8�v�`���=�u�Ü���|�2�S�S� º������u�W���S�`���W�	�`�_�8�|�:�8�`�����_�<�C�`���±�P�W������C���S�,¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Â+ºuÀ�ñ�·W¹E¼E¹PÀ�ñz�

u(x−, t) ≥ u(x+, t).

�
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�¡���=�¬���zµH�W�`�:�8���f�`�u�=µ������`�S���Ü�-���u�<�=�`���W� �����-���n�u�+´±�`��¸<�S¢���¶�Ü���¤�E��� � ���nµS�u����<���`�_�8�Ü�`���=�u�n���
�x�S�S� º����z�u�W���S�`���W�,�E�S�b���������S�	�`���n�=���`�u�WµMB��<�W���-���`���W��Dr�=���=���Y�å�`���n���S���`�c�8�ç�S�F�<�±���W�«2�°�Ü�`���2µH�W�����u�
�8�j�`���ý���S���`�c�8�°�E�S���=�`���W�¨�C���=�u�+�`���+�=���`�u�WµMB¨�<�W���-���`���W�����2�F���W�c�8�u�<�KD"!=�`�q�F�W�`�#!x�:�8�u�5���W�=�`���W���°�<���<�
�8µSµH��8�j�s�E�u�=�|�8�	���T���S���u�<�`���x�8�r�`���q��«
�j�2�<�W���u�º����=���<�ý�8�v�`���+�8�H����x�u�=�c�8�`���W�Q�H�=�½�å�<�=� »½��¾f�8��� »½À�¾Ü�å�ý�HI-µH�<�=�f�`�_�8�n�u�W���S�`���W���n�8�|�<�W�-�
�u�=�`���8�`���W���c�<�v�±�8���]�8�,N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�$�º��_�8�`���W���|�_�<���2�`���z���c�8�|µS�u�WµH�=�`�`���<�«+A½�	µ_�8�`�`���=�S�c�8�ED��Y�$�å�
���=�

L = H∗ := sup
q∈ℝ

{p ⋅ q −H(q)}
�H�|�`���$�r¸½ò�¸Hñ�·WÆu¸�¼EÆ`»�ñS¿~ó<ÀWÆ5Áq»�¼E¹PÀ�ñ5DF�W���±�`�:�8�����8�u�ý�u�<�`�S���å���+�`���|�����u�=�:�8�`�S�u�Ü�:�B-�å�`�_�8�°�`���j�u�W���S�`���W�J�8�
»½��¾å���C�������=�	�MBý�`�����u�8�½��8�����<����À ÷ óHõ%�b»EùZó<ÀWÆ5Á²ôFÄ�»5�

w(x, t) := min
y∈ℝ

{
tL
(x− y

t

)
+ ℎ(y)

}
.

»�� � ¾

®ò����8�`�JB�DK�q�`�S���:�8�S�����q�F�-�b�_��8�`���W���8�²»�� � ¾°�C������µS�u��F���S�n�z���=���P�W�`�f�S�c�z�P�W�|�`���2�u�W���S�`���W���j�8�ç�u��8�c�8�
�<�W���u�=�`���8�`���W�	�c�<�v�v�C���`�	�<�W�����HI¬Ô��TIý�E�S���=�`���W���$�`�����b»Eù�õ'&°Ä�¸5¹~ñ�¹¯ú�ó<ÀWÆ5Á²ôFÄ�»�«$³°�S���C�q��8���v�`�_�8�C�`���=�u�
���j�8���º��S�����8���=���<���H�=�½�å�<�=�]�F���u�<���`���OBJ�u�W���S�`���W���|�8�,N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�$�º��_�8�`���W���j�8�����=���`�u�WµMB��u�W���-�
�`���W���j�8�ò�u��8�c�8�±�<�W���u�=�`���8�`���W�]�c�<�v�E�

u = wx
���±�8�,�W�-�z���u�`���S���f�å��8¢��u�W���S�`���W�,�8��»½À�¾°�Y�å�8���]�W�S�JBJ�Y�

w
���j�2�F���u�<���`���OBJ�u�W���S�`���W�]�8�Ì»½��¾5«ò�j�C�F���=�å�<�KD��8���W�`���=�j�<�=���`�:�8��µH�W�����v�u�z¢F����§�C���=�	�å�f�S��8�b�C���`�

�<�W���u�=�`���8�`���W���c�<�v�f�����`�_�8�n�u�W���S�`���W���f�x�B �S�=���=���WµQ�-���u�<�W���`�����S���`���<�q�s�E�u�=�"���S���u�x�`���q�LD~�=���=�!�Y�C�`���
���S���`�c�8�$���8�:�q���±�`�q�F�W�`�b«�S B	�`���fµS�u�=�F���W���±�u�=�x�8�`¢-�j�å�f���z�q�<�-�c�8�u�=�JB]�_�<���2�`�_�8�±�`���S���S�c�8�`���`���<�±�x�B
�8µSµH��8�v���J�`�����S�=�`�����8�`�������8�$�u�W���S�`���W���|�8��N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�~�º��_�8�`���W���«
�j����q�W�u�Ü���=���=�:�8���JB+�Y�~�å���<�W���`���S�=�v�F���u�<���`���OB+�u�W���S�`���W���

u
�u�µN±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S���º��_�8�`���W���

∂tu+H(Dxu) = 0
���

Ω ⊂ [0, T ]× ℝ
n,

»��L�}¾
�å���C�������W���u�=�`�����`�_�8� ∇u �C�����r�����u�Ü�S���Ì»4���S���`�c�8�~¾C�u�=���S�c�8�`���OB�«v�j�C���|���v�å�=���r¢F����C��D��u�W���S�`���W���|�8�$�`���®°�8���u�MB+µS�u�W�S���=�(�P�W��»��L�}¾ò�S�=���=���Wµ��`���S���S�c�8�`���`���<�v�8���`���±���:�W�-���=���v���&���S���u�±�`���q�LDS�=���=�J�Y���`���±���S���`�c�8�
���8�:�

u(0, ⋅) ���~�HI-�`�u�=�q�=�JBf�u�=���S�c�8�«$³°���å�`���<�W�CB2�8���F���u�<���`���OBf�u�W���S�`���W���ED������`�u�F�-���<�<�n�MBz®ò�:�8�����8���_�8���²K���W���Z� � B���8�u�|�8����DSµS�u��F���S�<�v�u�=���=�:�8�KµH��å�=�õ�E�S���HI-���`�u�=���<���8���+�S�S� º����=���<�u�C�u�<�`�S���u�C�C�S���u�]�8��������u�
���f�H��B��W���ý�`���v�P�W�`�x�8�`���W�J�8���`���S���S�c�8�`���`���<�«ç�]�W�u�<����=�ED-�F���u�<���`���OBx�u�W���S�`���W���C�8�u�|�`���j�����z���C�8�r�u�=���=�:�8�
�`�q�F�W�`���8µSµS�u�I-���x�8�`���W���+�8�0»��L�}¾=«¨ ��W�ý�]�u�=�F���=�*�8�±�`���J�<�W���<�=µS�ý�8�±�F���u�<���`���OBQ�u�W���S�`���W���8���Q�`���
�u�=�c�8�u�<�J�`���<�W�CBý�P�W�v�º��_�8�`���W���|�8�~�OBFµH�µ»��L�}¾å�å�Ü�u�5�P�=�v�u�(J� � DK�EÀTD5�T� � «
) �MÎ	y�®~��v�|¯u`¥¼u}�=�Mw5v}¥�î ³r�W�S�����`���	µH�=�u�`µH�<�=�`�����J�P�W�x�`���	�u�=���S�c�8�`���OB��8�f�=���`�u�WµMB��8�������:�W�-���=���+�8�
�F���u�<���`���OBx�u�W���S�`���W���°�8��»9�L¾å�8��� »��L�}¾ç�u�<�`µH�<�=�`�����=�JBx�u�<�=�q�å�u�f�H�|�_�W�J�s�E�u�=�å�`���j�=�u��8�`���W�	�8�r�`���j�`���F�u¢
�°�<���<�EDå�]�S�<�=µH�<�`�n�������<�`�`�����8�`���W���W�Q�`���J�`�S�TP`�<�=�n�������<�n���z�]�`�S�`µS�`���`���S���u�<�`�S���E�x�`���ý���W�S��������8�`���OB
�HIS�=�`�u�n���u�=�Y�4���u�=���S�c�8�`�J¸s�8�`���W���HGK�<�=�«,®ò����8�`�JB!�`���x���W�S��������8�`���OB��8�v�`���µÔ��TI �E�S���=�`���W�����2�`���ý��8���u�
�8�ò�`���f�P�W�`�x�8�`���W� �8�å�-���u�<�W���`�����S���`���<�2�s�E�u�=���µ���S���u�2�`���q�z�8���,�`�S���RPõ�S�zµ��EDb�s�E�u�=�j�`���z�=�u��8�`���W��DH�C�����
µS�u�Wµ_�8���8�u�2�W�v�`���F�u¢ý�°�<���<�C�P�W�C�`�����=�u�=�`�S���OB�«RSå�S�C�`���Ü���W�S��������8�`���OBJ�_�W�|�n�S�W�S�S���±���W�<���8���J���C�x�B
�_�<���±�8���u�2�Ü���F�F�q�HGK�<�=�å�W�x�`���|�u�W���S�`���W�+�8�b�<�W���u�=�`���8�`���W�ý�c�<�v�«$ ��W�å�����`�:�8���<�LD��Y�r�Ü���=�CBq�`�u�<�=µý�`���WµH�
�8µSµH��8�u����� �`���x�u�W���S�`���W� �����C�����ò�H�n�`�:�8���õ�P�W�`�q�<���s�E�u�=�2�+���T���S���u�<�`���x�8�å�`���q�z�����ÌPõ�S�zµ »4�C���`���W�S�
�`���C���W�S��������8�`���OBq�`�S���ç�å�W�S���x�H�°�`�:�8���`µH�W�`�u�<�q�C���`�x�����u�_�8�S���<�H¾5«�A��H�å�v���F�W¢q�8���u�f�8�ç�`���v�-���u�`��µ_�8�`���W�
�8�°�`���n�u�W�:�8�ç���8�`�c�8�`���W�!�8�°�`���z�u�W���S�`���W�����å�n�H�=����� �u�+�_�<���q�W�`���=�f�=���=�q�=���u�f�u�+���WµH�n��� �u�W���S�`���W���ED
�C�S���u���C�����ç���W�f�����=�u��W�u�q�C���`���W�S�n�<�W���`�u�W�å�`���z�u�W�:�8�°�8�q�W�S���n�8�C�`���x�-���u�<�W���`�����S���`���<�«�A½���8µSµS������s�
�`���W���EDK�u�=���8�u�-���S���8�Ü���S�q�=�`����8�ò�u�u���=�q�<�Ï»c�P�W�Ü�HI��8�zµS���2�E�u�W���Ü�`�:�W�u¢F���S�$D¶���S���u�n���W���S�q�q�u�u���=�q�<�H¾|���
���r�u�|�u�=�x�8�`¢�������`�S���~�u�=�Y�4���u�=���S�c�8�`�J¸s�8�`���W�z�HGK�<�=�u��µH�=�`�z�����u�v�H�W�S���f�`���å�=�`�u�W�u�~�=�u��8�u�<�n�8�~��W�u�z�`�u�=µb«

�
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³°���*!5���F�F��!z���TÔ����=���<�+�8�v�`���x���W�S��������8�`���OB���8�¨�8���u�	�H�q���=�`�b�_�<�Q�`�`���TBF���S�����¨�	�S�<�=µH�=�2�°�B �`���
�����±µS�u�WµH�=�`�`���<�v�8�$�=���`�u�WµMBJ�u�W���S�`���W���v�8�~�<�W���u�=�`���8�`���W�	�c�<�v�«ç³°�����ED-�:�8¢F���S�x�W�-���8���:�8���f�W�J�`�S���C�u�=�Y�4�
�u�=���S�c�8�`�J¸s�8�`���W�x�HGK�<�=�ç�8���2�S���S�=�u�`�:�8���-���S�Ü�H�=�`�u�=�~�`���å���<�W�q�=�`�CBn�8�_�`���åµS�u�W�S���=��D����µ� �L� �$D��|�f�S�u���`���
�8���	�±�Ü²b�=�������+ � � �_�<�����`����C�	�`�_�8�|�=���`�u�WµMB	�u�W���S�`���W���

u(x, t)
�8�$�u��8�c�8�v�<�W���u�=�`���8�`���W���c�<�v�

Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t))] = 0
���]�8�	�WµH�=���u�=�

Ω ⊂ ℝ
2 »��E��¾

�C���`� ���F��8���JB,�S�S�Y�P�W�`�z�JB �<�W�����HI Ô��TI]�E�S���=�`���W�
f ∈ C2(ℝ)

�8���
f ′′ > 0

D~�8�u�n�E�S���=�`���W���f�8�C���F��8���JB
�`µH�<�=�c�8�v�H�W�S���S�<�����8�`�c�8�`���W��D°��« ��«��`�����-���`�`�`���S�S�`���W�_�8�±�S�=�`�����8�`�����

Du
�_�W�q���Q®°�8���u�W�ýµ_�8�`�«�³°���

��8���W�S����8�b�HI��8�zµS���±�8�$�Ü�E�S���=�`���W�
u ∈ BV ([0, 1])

�S�S�°���W�°���
SBV ([0, 1])

���å�`����®°�8���u�W�°�E�S���=�`���W��D
�8���u�q¢F����C�,�W�j�±�=�F����� �|�`�:�8���u��W�u��«C³°���n®°�8���u�W�j�E�S���=�`���W�

c
�W�

[0, 1]
���±�n�q�W���W�u�W���2�����=�u��W�`���S� »E�W�

�S�<�=�u��W�`���S��¾��<�W���`�������W���~�E�S���=�`���W�z�`���u�n�`�_�8�
2c(x/3) = c(x)

�8���
c(x)+c(1−x) = 1

«�A½�2µ_�8�`�`���=�S�c�8�
���v���C���W�j�8���u�W���S�u�=�JBJ�<�W���`�������W���Ü�8���J�S���v�S�=�`�����8�`�����

Du
���|�z�`���S���S�c�8�v���W�_�8�u�W�z�����q��W�`�S�u�LD��C�S���u�

�<�W���:�8�����J�,�E�:�W�=�:�8�j�`�`�`���=�`�S�u�Ù»4�`���]�<�W���`�`�`���=�`���W���8�
c
���x�����S�<�<���_�W�u�<���W���`�����=�c�W�u�`����8�Ü®°�8���u�W�

�u�=�`�_�8�CB+�u�=�H¾5«R�|���u�=�`���Ü�`�_�8�|�8�MB
BV

�E�S���=�`���W�J�x�B+�<�W���:�8���	µ_�8�`�u�v�8���`�S���CµS�u�W�S���=�x�8�`���Ü�q�W���W�u�W���
®°�8���u�W���E�S���=�`���W���8�����`�����EDb�u�W�S���S�JB��`µH��8¢F���S�J�å�x��8� �:�B,�`�_�8�f�

SBV
�E�S���=�`���W� �C�����ç�H�q�

BV�E�S���=�`���W���C���`���W�S��!:�E�:�W�=�:�8�j�H�=�_�<�F���W�ý�����`���]�S�=�`�����8�`�����]�8�
u
!W«§�]�W�u�<����=�ED|�-�����u�!�`�����u�=�c�8�`���W�

�H�=�½�å�<�=�	�<�W���u�=�`���8�`���W�J�c�<�v�°���+�W���±�`µ_�W�<�j���8�`�c�8�S���Ü�8���ýµS�c�8�_�8��N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�r�º��_�8�`���W���°���å�°�W�
µH���u�`���S���$�P�W�r�`���°�8�S�`���W�u�r�u�|µS�u����°�8�n��W�CBÜ�<�W�u�W���c�8�CB¶�r�Y���`���ç�_�8�z�����u�W�S�c�8�

H(.)
���r�S�S�Y�P�W�`�z�JBf�<�W�����HIKD

�`���=�	�`���Ü���:�W�-���=���u�|�8�~�F���u�<���`���OB+�u�W���S�`���W���
v(x)

�8�

H(∇v) = 0
���]�8�	�WµH�=���u�=�

Ω ⊂ ℝ
2 »��E��¾

�_�<���Ü�`�����:�8�q�±µS�u�WµH�=�`�OB�D���« ��«~�`����Bý�H�=���W�S�q�u�n�`�����`µ_�W�<�
SBVloc(Ω)

«,A½�� � � D-�å����8�]�8���u�Ì�����+�½�å�
�����u�=�u�<�`�`���S�x�u�<�u��8�u�u�]�-���u�<�=�`���W���v�u�z�HI-�u�=���J�`���<�u�Ü�u�<�`�S���u�E�
, �.- ²b�=�

u ∈ BV �H�Ü�8�	�W�-�z���u�`���S���±�=���`�u�WµMBJ�u�W���S�`���W�	�8�~�f���=���S�����=�JB+���W�S��������8�v�CB-�`�u�=� �8���<�W���u�=�õ�
���8�`���W�	�c�<�v�v���	�W�����`µ_�W�<���-���q�=���`���W�b«,A×�

u ∈ SBVloc / �, Æ�- ²b�=�
v(x)

�H�z�x�F���u�<���`���OB��u�W���S�`���W� �8�°�x�S�S�Y�P�W�`�z�JB]�<�W�����HI N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�å©ç��·ç�±���,�S�������=�
�-���q�=���`���W�b«RA×� ∇v(x) ∈ SBVloc /

) �MÎ	y�®~��v�|¯u`¥Ùvg�M�}y�®¯uE��¢Ow5vµ� Æz|~Î5Î5�Mvµ{M®~���E��w5¢10$2(3��Lî ���S���nµ_�8�`�v�8����B+�S�F�=�u�W�:�8�K�u�<�u��8�u�u�	�å�W�`¢
�_�W�f�H�<�=�������`µS���u�<�!�MB �`���x�½�å�7º����<�`�`���W���z�8�H����LDç�8���!�`�S���f�C�����å�S�`���S�]���f�u�]�`�:�8�u�x�q�W�u�x���=���=�:�8�
SBV

�u�=���S�c�8�`���OB+³°���<�W�u�=�q�«$�]�W�u�|µS�u�<�=���u�=�JB�DF�½�å�2µ_�8�`�u�°�8�r�`�S���ò�`���<�`���C�8�u�j�S�<�-����8�u�<�ý�u�f�u�=���S�c�8�`���OB
³°���<�W�u�=�q�«�³°�������u�`�q³°���<�W�u�=��D°µS�u�WµH���u�<�¨����®ò�_�8µS�u�=�¬�TDò�����=�u��W�u�<�x�`�S���`�:�8���`�c�8���JB¨�`���	�=�c�W�u�q�8�
�u��8�c�8�|�<�W���u�=�`���8�`���W�	�c�<�v�v���	�W�����`µ_�W�<���-���q�=���`���W�	�C���`�]�8���W�-�z���u�`���S���

SBV
�u�W���S�`���W���

���=�Mw5vg��  qKÓ�5Ó �r¸=¼
f ∈ C2(ℝ× ℝ×ℝ

+)
Ãu¸2»Zø ôLùZóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ54$¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼

{ui ∈ ℝ : fuu(ui, x, t) = 0}
¹c¿q»�¼vÁqÀ8¿=¼jºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸Zó<ÀWÆx»�ñ�Â76�ù�¸`·

(x, t)
È8�r¸=¼

g ∈ C1(ℝ × ℝ × ℝ
+)

Ãu¸ý»J¿<À�ôFÆ`º:¸ý¼½¸5Æ5Á »�ñ�·JÄ�¸=¼
u ∈ BV (Ω)

Ãu¸2»�ñ ¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Âq¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ�À�ó�¼4¾S¸nÃ`»WÄ�»�ñ�º:¸2Ä�»��:9
Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t), x, t)] + g(u(x, t), x, t) = 0

¹~ñ
Ω ⊂ ℝ

2.

ð ¾S¸Hñ,¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿2»z¿¸=¼ S ⊂ ℝ
»�¼çÁqÀ8¿=¼åºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸�¿HôSº5¾�¼4¾-»�¼ ∀� ∈ ℝ∖S ¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òz¾-ÀWÄ�·8¿�9

u(., �) ∈ SBVloc(Ω� )
�$¹E¼4¾

Ω� := {x ∈ ℝ : (x, �) ∈ Ω}.
;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ'4

u(x, t) ∈ SBVloc(Ω)
È

�
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�j�W�u�±�`�_�8�v�å����8�	��������=�v�`���Ü�x�8����³°���<�W�u�=�*�8�1 � � �W�|�n�`µH�<�=�c�8�r��W�u�Ü�8�$³°���<�W�u�=� � «J��«
³°���n�u�<�<�W���,�x�8����³°���<�W�u�=� �8�å�`�S���j�å�W�`¢¶DK�C�S���u� ��8�,�H�f�P�W�S���]���!®ò�_�8µS�u�=��ÀTDH�������<���x�<�W�zµS���=�u�
�8���`�å�=�v�u�µº����<�`�`���W�(»4�	¾H�
���=�Mw5vg��  qKÓ¯�¶Ó �r¸=¼

u
Ãu¸2»xÅ¹c¿<ºuÀ8¿5¹E¼EÂz¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ�À�ó

∂tu+H(Dxu) = 0
¹~ñ

Ω ⊂ [0, T ] ×ℝ
n.

»�����¾
;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ'4C»8¿:¿HôFÁx¸

H ∈ C2(ℝn)
»�ñ�·

c−1
H Idn ≤ D2H ≤ cHIdn

ó<ÀWÆ±¿<ÀWÁx¸
cH > 0

È »��E��¾
»�ñ�·z¿¸=¼

Ωt := {x ∈ ℝ
n : (t, x) ∈ Ω} È ð ¾S¸Hñ54ò¼4¾S¸±¿¸=¼°À�ó�¼E¹4Áx¸:¿

S := {t : Dxu(t, .) /∈ SBVloc(Ωt)}
¹c¿f»�¼çÁqÀ8¿=¼åºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸È|¶`ñ ÷ »WÆ=¼E¹Pº�ôFÄ�»WÆ Dxu, ∂tu ∈ SBVloc(Ω)

È

Â��$ (|®¯uEw	tKÃÅÄK��{�w5Æz|��MÇ�y=�Tu}|~w	t=��´Ï|¯u}�Ùw5Æ��uE��{M®~�M�Lî A½�	®ò�_�8µS�u�=�Z���å�j�C�����H�S��8�H�C���`�	��µS�u�W�S���=� ���
�`���C�`���<�W�CBq�8�K�WµS�`���x�8���<�W���`�u�W�������`�u�F�-���<�<�q�MBµSå�u�<�u�:�8�z���� © � «~³r�W�S���x�`���C�u�WµS���<�ED-�8�����u�`�ò�`�������EDF�8�u�
�-�bGK�=�u�=���EDH�W�S�j�u�<�`�S���j���±�8���8�����x�<�W�f�S���_�8�`���W� �8�ç�`�����`���<�W�`���<�Ü�8�RN±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�$�º��_�8�`���W���Ü�8���
SBV

�E�S���=�`���W���«~³r�Ü�������|�8�z���S��Ü�8�H�C�_�8�ç�å�|�8�u�°���F�W¢F���S�±�P�W�ED����=�$���$���x�8�����S�2�����u�°�`�_�8�ò�`µS�u��W�z���
���P�W�u�<�`�|�8���+�`�SµSµH���u�j�`�_�8�C�å�±�_�<���Ü�`���±µH���u�`���S�������OBx�u�n�H�W�S���ý�`���±�S�S�`�S���S�ý�8�u��n�=�u��8�`���S�z�_�8�`�`���=�u�
�=����8�`���S���`���z���=���=�:�8�`���W�!�C���`�Q�ý�S�S�����S��¸�=�«¬A½�Ü���Ü�`���=�!µH���u�`���S���n�u�J�S���F�u¢,�C���`� �°�8�����f�`���z�S�S�`���<�
�8�u��TD��z���S���z�J¸<���S���`���C�<���`�u�$�8���`���°�WµH�=�:�8�`���W� / A½�( © � µS�u�WµH���u�<�n�`���ò�P�W������C���S���x�8�`���=�x�8�`����8���q�F�S�=��P�W�C�`���<�u�Ü¢F�����J�8�~µS�u�W�S���=�q�E�
� �H�W�S���S�<�KDç�WµH�=�Q�u�=�

R0 ⊂ ℝ
2 ���2�`���x���S���`�c�8�°�S�S�`���<��µH�W�`�`���W�¨�8�|�`���q�P�W�u�<�`�z�8���¨���<�W���`�������W����f�S���`�Y�E�S���=�`���W�

F : ℝ2 7→ ℝ
2 �C���`�Q�<�W�zµ_�W�=�ED~�<�W�����HI!���8�����<���C�����°�S�<�u�=�`���H�z�`���x�`µS�u��W�-���S�,�8�C�`������u��«R�|�S�å�q�F�S�=�HµS�u�<�u�=�`���H�|�`�_�8�°�=���=�CBý�<�W���`�������W���C�`�:�}P`�<�=�u�W�CB

x(.)
�P�W������å�<�ý�MBx�`���+���u�±�8���ý�C�S���u�

�`�:�8�`�C���
R0

�x�Bý�H�Ü�u�_�8�:�W�=�u�=�`�J¸�<�	�MBý�`���Ü�-�bGK�=�u�=���`�c�8�r�����=�����`���W�
ẋ(t) ∈ F (x(t))

«<�|�W�S���S�JBý�`µH��8¢��
���S�$DS�`�S���v�q��8���|�`�_�8�j�8�|��W�u�]�-�bGK�=�u�=���|µH�W�����j�8�~�`���Ü�P�W�u�<�`�C�`�������=���F�=���OB	�8���J�`���f�-���u�<�=�`���W�]�8�~�`���
�`µS�u��W�-���S�+�8�ç�`�������u���C�������H�Ü���TÔ����=���<�<�]�MBJ�`�������F��8�rµS�u�WµH�=�`�`���<�±�8�ç�`�����C�����KD_���S�z���-���OB�DH���=���=�:�s�
�`���W�b«+�|�S�|µS�S�`µH���u�Ü���v�u�q�S���F�u¢+�`�����S�S�`���<�]�8�u��q�<�W�T���S���S�ý���|�C���`�]�z�°�8���


�u�<�-���=���S�ý�`���f�<���`�|�8�

�`�S���j�WµH�=�:�8�`���W�b«ZF �f�S�=���W�u�2�MB
(t)

�`���fµH�W�`�`���W�,�8�ç�`�����_�8�`�`���=�Ü�=�u��8�u�<�,�s�E�u�=�j�`�����`���q�
t
�8�����å�

�W�u�`�S�q�±�`�_�8�E�
»NÌ�}¾

(t1) ⊆ (t2)
�P�W�v�=���=�CB

0 ≤ t1 ≤ t2
�

»N���¾ ∫
(t)  dℋ1 ≤ t

�P�W�v�=���=�CB
t ≥ 0

DS�C���=�u�
 ≥  0 > 0

�P�W�|�z�<�W���`�:�8���
 0 ∈ ℝ

+ «
�,�8�`���=�x�8�`����8���JBJ�`���Ü�u��W�u���<�	�u�=�ED��W�C�����W�`���=�v�å�W�u�S�v�`�����S�<�`�`�`���=�u�<��¸�W���LDS���C�`���=�	�������=�	�MB¶�

R(t) :=
{
x(t)

∣∣∣ x ∈W 1,1 ∩C([0, t],ℝ2) , x(�) ∕∈ (�) ∀� ,
x(0) ∈ R0

�8���
ẋ(�) ∈ F

(
x(�)

) �P�W�|�-« ��«
�
}
.

»��EÀ�¾

A½�=J�E� � �`���z�8�S�`���W�u���`�`���-���<���x���=���=�:�8�~���8�`�c�8�`���W�_�8�$µS�u�W�S���=� �`����C���S�J�`���n�HI-���`�u�=���<�n�8�å�`�`�:�8�u�=�����<�

�C�S���u���z���S���z�J¸�f�`�S���:�8�S�����<���`�°�E�S���=�`���W�_�8���«

À
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F �±��8�+����ª�����`�u�F�-���<�±�`���±�<�=���`�:�8�b�W�TP`�<�=�C�8���W�S�C�`�`���TB¶�~�`���2Án¹~ñ�¹4Á²ôFÁ(¼E¹4Áx¸Ü�8�°�C�S���u���fµH�W�����°���
�u��W�u���<�	�MB+�`�������u��«:>j�����=�]�2�S���F�u¢F���S�x�`�`�:�8�u�=�LB


DF�P�W�|�8�MB

x ∈ ℝ
2 �å���u�=�E�

T (x) := inf{t > 0 : x ∈ R(t)}. »��}�L¾
®ò����8�`�JB�DS�`�����<�|�`���j���S���`�c�8�H�S�S�`���<�J�8�u��f���

R0
�å�±�W���u�=�`���j�`�_�8�

T  ∣R0 = 0
�8���x�MBý�S�H���S���`���W�	�8�b�`���

�u��W�u���<�+�u�=�å�å�v�E�S�`�`���=�`�q�W�u�j�_�<���j�`�_�8�
R(t) = {T  < +∞} «zA�� (t) = ∅ �P�W�å�=���=�CB t D��`���=� T  ����`���f�z���S���f�S� �`���q���E�S���=�`���W�,�8�å�x�=�c�W�u�`����8���<�W���`�u�W�~µS�u�W�S���=�	«j²b�=�j���|�����`�u�F�-���<�2�`���f�_�8�z�����u�W�S�c�8�

�E�S���=�`���W�	�u�=�c�8�u�<�J�u�z���«
2��@?�t�|¯u}|~w	tlqKÓ ªKÓ

H(x, p) := sup
q∈F (x)

{p ⋅ q} − 1
È

�j�HI-�ED-�å�Ü�C�������8���°�B-�j�W�u�`�S�q�Ü�`�_�8�
»N���¾ý³°���=�u�Ü���|�z�<�W���`�:�8���

� > 0
�« �«

B�(0) ⊂ F (x)
�P�W�|�8���

x
«

A½�z���z�å�=���|¢F����C���`�_�8�EDå�S���S�=� »N���¾n�8���¨�`�����W�u�`�S�zµS�`���W�
 = ∅ D T  ���x��²K��µ��u�u�S���C¸��x�8µ��8����:�8�`�����_�<�C�`���"N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S���º��_�8�`���W�

H(x,∇T (x)) = 0
�P�W�|�-« ��«

x ∈ ℝ
2 ∖ R0

« »��E©�¾
A½���S�<�<�KD

T  ���±�u�_�8�:�W�=�u�=�`�J¸�<���W�±�`���ýÅ¹c¿<ºuÀ8¿5¹E¼EÂ+¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ	�8�µ»��E©�¾v���
ℝ
2 ∖ R0

�C���`�,�H�W�S�����8�CB]���8�����
�º��_�8�b�u�

0
»E�u�<�j�P�W�C�����`�:�8���<�
 �LÀ � �W�$ À � ¾5«

�j�u�`�S�q�|�P�W�°�`���±�q�W�q�=���v�`�_�8�
∞ := ∪t(t)

���v�2�`�Tïx�=���=���`�JB+�u�=���S�c�8�v�=�S�`����«ç³°���=�
T  �f���`�C�H�Ü��F���u�<���`���OBq�u�W���S�`���W�J�8��»��E©�¾$��� {T  <∞}∖ (R0 ∪ ∞)

«$�]�W�u�<����=�ED
T  �_�W��Põ�S�zµ+�-���u�<�W���`�����S���`���<�v�W�

∞
«�F �|��8�x�u�=���8�u�x���°�W�°�BA|�F���u�<���`���OBz�u�W���S�`���W�+�8��»��E©�¾~�C���`�+�W���`�:�W�=���<�

∞ C «zA½�+®ò�_�8µS�u�=�Z�±�8�b�`�S������W�u�LD-�å�±µS�u�WµH���u���2�`�S���:�8�S���±�x�8�`���=�x�8�`����8���S�H���S���`���W���8���`�S���C�<�W���<�=µS�|�8���+���u�j���C�u�n�u�_�8�:�W�=�u�=�`�J¸�
T  «~³°���j�`�`�u�=�S���`�+�8�r�W�S�ò�u�<�`�S���å���ò���u�ò���=���=�:�8�����OB�D-�C�S���u�ý�C�������������|���å�Ü�P�=�������u�=�u�<�`�`���S�z�<�W�u�W���c�8�`���<�« ��W�|�����`�:�8���<�LD_�`�����x�8���]³°���<�W�u�=� �8�BJ�E� � ���v�u�<�<����=�u�<�,�W�j�z�u�=�c�8�`�����=�JB	�`���zµS���n®å�W�u�W���c�8�CB�«C³°�����EDH�
�<�=���`�:�8�~�`�u�=µ	���]�W�S�|�`�`���TB+�C�����r�H�Ü�`���������`�u�F�-���=�`���W�,�8�ò�z�`�S���:�8�S���f�S�H���S���`���W�,�8�CÅ¹c¿<ºuÀ8¿5¹E¼EÂq¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ
�C�S���u�!�u�_�8�:�W�=�u�=�`�J¸�<�f�`���n�z���S���x�8�ç�`���q�2�E�S���=�`���W��Db�`�_�8�Ü����¯�<�W�S�����H�2�F���=�å�<�!�W���+�u�W���S�`���W� �8�v�
N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�C�º��_�8�`���W���C�S���u���W�-�z���u�2�W���`�:�W�=���<�2���!�`���ý�S�W�x�8���b«	³r���H�=�������C���`��D��å�ý�S�H�����
�`�����=�c�W�u�v�8���E�S���=�`���W��� S �
2��@?�t�|¯u}|~w	tÍqKÓJÁ�Ó*D ¹4ÅW¸Hñ »¨Áx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸ÏóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

u : ℝ
2 → [0,∞]

»�ñ�·�»
t ∈ [0,∞[

�å¸,¿¸=¼
ut := u ∧ t = min{u, t} ÈEbÀWÆz»ÏòW¹4ÅW¸Hñ ¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ


4|»+Áx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸

u : ℝ2 → [0,∞]
Ãu¸5Ä�À�ñ�ò8¿q¼�ÀJ¼4¾S¸qº=Ä�»8¿:¿ S ¹ ón¼4¾S¸�ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òºuÀ�ñ�·W¹E¼E¹PÀ�ñS¿±¾-ÀWÄ�·Zó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â

t ∈ [0,∞[
9

F »HG
ut ∈ SBVloc(ℝ

2)
4 ℋ1(Jut∖(t)) = 0

»�ñ�·
ut ≡ 0

À�ñ
R0 I

F Ã�G ¶¯ó ∇ut ·�¸Hñ�À�¼½¸:¿f¼4¾S¸2»�Ã:¿<ÀWÄ ô-¼½¸5Ä Â+ºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿ ÷ »WÆ=¼°À�ó Dut 4ò¼4¾S¸Hñ

H(x,∇ut(x)) ≤ 0
ó<ÀWÆ2»�È4¸È

x .
»��E��¾

S Bx���`�S�S�`���v�u�=�x�8�`¢x�8�< J � ���ò���òµH���u�`���S���v�u�f�WµS�`���z�J¸�±�Ü�������=�+�`�`�:�8�u�=�LB

�MBx�W�S�-���S�2���+����8���W�S����8�

�°�B,�8� ℋ1 �����=�����������S���q�8�q�W�S�����8�ò�°�8�����«�F �n��8�]�`���=�,���=���=�:�8�u�n�`���2�u�8�½��8�����<��ºuÀWÁ ÷ Ä�¸=¼½¸2¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ
c
D$�C�S���u���_�W�n�H�=�`�u�=�zµS�u�WµH�=�`�`���<�z�`�_�8�


«�� �x�8�`���=�x�8�`����8�|�S�H���S���`���W���8�

c
�x�B��H�x�P�W�S���Q���

QF�<�=�`���W� �F«J��«J��«

�
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F ����8�J����§µS�u�WµH���u�±�`���Ü�x�8����³°���<�W�u�=�*�8�ò®ò�_�8µS�u�=�����
���=�Mw5vg��  qKÓ¯Ê¶Ó �r¸=¼


Ãu¸2»q¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ�ÈCÇj¿:¿HôFÁx¸ F �+K'GL4 F �"MNGL4 F �7OPGx»�ñ�·

F �1Q�GQ¼4¾S¸�¹~ñ�¹E¼E¹P»WÄ�¿¸=¼
R0

¹c¿�À ÷ ¸Hñ »�ñ�· ∂R0
¾-»8¿ Rs¸5Æ`À

2 S ·W¹4Áx¸HñS¿5¹PÀ�ñ�»WÄ.�r¸Ãu¸:¿Cò�ô�¸nÁx¸`»8¿HôFÆu¸È
ð ¾S¸Hñ T  ∈ S »�ñ�· T c ¹c¿Ü¼4¾S¸"ô�ñ�¹½ö�ô�¸fÁq»EùW¹4Áq»WÄ�¸5Ä�¸5Áx¸Hñ_¼°À�ó S 4ò¼4¾-»�¼ò¹c¿

ó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â
v ∈ S �å¸Ü¾-»WÅW¸ v ≤ T c »�È4¸È4È

� �=�c�W�u�`����8���u�<�`�S���������`��� �����u�=�:�8�`�S�u�!���	�`��� �<�W�S���<�=�`���W�/�H�=�½�å�<�=� �WµS�`���x�8�n�<�W���`�u�W�2�`���<�W�CB��8���
N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�Y�H»S°�=�����x�8�	¾v�º��_�8�`���W���«�Nj�=�u�Ü�8���8����D��W�C�W���j�å�W�S���J�HI-µH�<�=�å�E�u�W� �8�J�WµS�`���x�8�b�<�W�-�
�`�u�W��µS�u�W�S���=��D��å�z�8�u�n�8�S���f�u�ý�u�_�8�:�W�=�u�=�`�J¸�2�`���f�������=�,µS�u�W�S���=� �C���`� �q�`�S���:�8�S���ÌN±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�
�º��_�8�`���W�b«RA½�J�`�����=�c�W�u�`����8�r�<�W���`�u�W�r�`���<�W�CB�D����S�q�=�`����8�r�q�=�`���F�S�C�P�W�v�u�W���F���S�q�`���<�u���º��_�8�`���W���+BF���=���
�W�<�=�S�:�8�u�±�8µSµS�u�I-���x�8�u�j�u�W���S�`���W���å�8���q�`���=�u�5�P�W�u�v���ç�å�W�S���x�H�C�����u�=�u�<�`�`���S�2�u�f�8µSµS�JBq�W�S�°�8µSµS�u���W�u�ý�u�
�`���f�S�c�8�u�f�`���f�<�W�T�����=�q�=���Ü�8�å�z�S�S�`�S���S�x�P�W�u�<�`�«+�|�S�|���=� �S�<�u�=�`��µS�`���W�]µS�u�WµH���u�<�J�P�W�v�`���fµS�u�W�S���=�
�����`�u�F�-���<�<�����T © � �8�����`�S���u�º����=���`�JB��`�`���-���<�!���TJ�E� � �_�W�2���=� �`���<�W�u�=�`����8�v�W�2�å�=���C�W�2���S�q�=�`����8�
�W�-���8���:�8���<�«

�¶uEv�y={Lu}y=vg�¦w5¢"u}�=�)���=�M�}|~�Lî F �n����¯�W�S�`�������z�`���z�<�W���u�=���2�8�å�`���n�`���<�`���«²A½���`���Ì���u�`�f®ò�_�8µS�u�=�ED
�P�W������C���S�ý�`�����H�F�W¢* � � D��å���C�����r�������2�n�S�`���5�ç�����`�u�F�-���=�`���W�,�u�z�`�����x�8���]�S�H���S���`���W���Ü�8���	�u�<�u�S�S����8�
�u�F�W���~�W�

BV
�8���

SBV
�E�S���=�`���W���«~¤|���S�=�~�`�S���:�8�S���C�W�u�`�S�zµS�`���W���EDW�F���u�<���`���OBf�u�W���S�`���W���$�8�	N±�8�z�����u�W�-�

���W�<�W�S�ò�º��_�8�`���W���f�8�u�z�u�=�z���<�W����<���n�E�S���=�`���W���Ï»E�u�<�n�`���n�H�F�W¢UJ�EÀ � ¾±�8���,�`�����Ü�`����B��8�u�n�u�=�c�8�u�<���u�
�x�}I-���x�8�-�q�W���W�u�W���å�E�S���=�`���W���ED��W�~�S�<�u�=�`���H�<�f���x®ò�_�8µS�u�=�,�-«�³°�S�����`���<�W�CBf�C�����-�H�ò���=�CB����zµH�W�`�:�8���$�u�
���=�å�`���|�u�<�`�S���u�å���	®ò�_�8µS�u�=�+Àf�8���ý�`�����EDF���J®ò�_�8µS�u�=�+���å�j�C�����H�<�W�����<�=�°�u�=���=�:�8�H���zµH�W�`�:�8���°�u�<�u�S�S����8�
©$�u�WµH���`���`���W���|�W�J�`�S���C�`�S�TP`�<�=�EDS���+µ_�8�`�`���=�S�c�8�j�õ�P�W������C���S�q�`���±���<�W�q�=�`�`���f�8µSµS�u���W�u�]�8��J� � «ò®ò�_�8µS�u�=�u�
�n�8���¬�x�8�u�±�S�<�-����8�u�<�J�u�n�`���±�`���<�W�CBý�8�����=���S�����=�JB+���W�S��������8�v�_�8�c�8���<�Ü�c�<�v�|�8���¬N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�
�º��_�8�`���W���«¨³°���<�u�	�8�u�J�`���+�½�å��µS�`�����=��µ_�8�j�º��_�8�`���W���q�`�`���-���<�¨���¨�`�S���z�å�W�`¢¨�8���Q�P�W�q�,�<�W�zµS���=�u�
�`�S�`����B��W� �`���<�u�z�u�WµS���<���å�ý�W�S�-�u�<�u���`���z�u��W�S�=���u�� ��D=� � D=�T�LD=�L� � �8���VJ� � D,�EÀTD=�L� � �u�<�`µH�<�=�`�����=�JB�«
�j�W�u�n�`�_�8�Ü�����`���<�u�n�����`�u�F�-���=�u�W�CB(QF�<�=�`���W���Ü�å�z�C�����$µS�u����q�W�S�JB��`�����u�z²b�=�z�x�W���`�_�8�f�8�u�z�-���u�<�=�`�JB
�<�W�S���<�=�u�<�q�u�±�`���C�u�<�`�S���u�ò�`����å�<�q���ý®ò�_�8µS�u�=�u� �TD�ÀÜ�8���&�F«~�]�W�u�<����=�ED��å�C�_�<���C�`�`���<�z�u�f�8�`�:�8�S���j�8���
�`���v�x�8�u�=�`�c�8�_�P�W������C���S�z�Ü�_�8�`�S�:�8�H�S�=���=���WµS�q�=���|�8���q�`�S���ò���zµS�����<�ò�`�_�8�å�u�=���=�:�8�����=���u�<�`�S���u�ò�x�Bz�H�
�P�W�S��� �8���u��W�TB]���,�`���n�����`�u�F�-���=�u�W�CB��u�<�=�`���W���«2 ��W�Ü�����`�:�8���<�LDK�`���z�W���5�½�`���S�<�,�����º��_�8�����OB,�8�°�u�<�=�`���W�
�-« �n���|�2���=�§³°���<�W�u�=�*�<�W���<�=�`�S���S�x�_�8�c�8���<���c�<�v�«

³°�����c�W�`�ý�`�S�u�<� ®ò�_�8µS�u�=�u�	�8�u���`���,�<�W�u�]�8�f�`�S���ý�`���<�`���«-A½��µ_�8�`�`���=�S�c�8�ED|�`���]³°���<�W�u�=�q� � «J�LD � « �
�8��� � « �+�8�u�2µS�u����<�KDK�u�<�`µH�<�=�`�����=�JB�DH���,�`���q®ò�_�8µS�u�=�u���TDKÀ+�8���¦�F«Ü³°���<�u�2�`�S�u�<�q®ò�_�8µS�u�=�u�Ü�C�����ç�8���u�
�������f�2�q�W�u���S�=�:�8�����<�	�����`�u�F�-���=�`���W���u�n�`�����`µH�<�=�b�_�Ü�u�<�`�S���u�|�8���J�`���±�u�=�c�8�u�<�	�����u�=�:�8�`�S�u��«
A½���`���+���HI-�n�½�å�,µ_�8�:�8���:�8µS���z�å�ý�������	���S�`���5�j�u�u���=�x�8�`����8�|����=�`�F���=� �8�j�`���ý¢F����C�¨�u�<�`�S���u�z�8���
�WµH�=��º����<�`�`���W���v�C�S���u�]�8�u���=�����u�=�JBý�u�=�c�8�u�<�	�u�n�`�S���C�å�W�`¢H«

©
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æ�çXW Y(Z 8$ê Z ì98�4 3=2-?@[,8
SBV

ê�8$;=ëR6�\¶êMì½?�]
Â¬¥��,�MvgÆ,w	®|~{7í�w	t=�E�Mv}¡��Tu}|~w	tl³,��´µ� �

∙ ^`_5_`a8bUced fhg i.jlknmLoXkqpsrhdut�vwc�vyxzxzoXmzd  � �³°�����=���`�u�WµMB	�u�W���S�`���W���|�8�~�`���Ü�u��8�c�8�|�º��_�8�`���W���

Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t))] = 0

�C���`�
f ∈ C2 �8��� f ′′ > 0

�8�u�Ü���F��8���JB
SBV

«

∙ ^`_5_y{�bU|�du|"kni5}	j~d  �L� �²b�=�
f ∈ C2(ℝ × ℝ × ℝ

+)
�u�_�8�S���<�f�<�W�����HI-���OB �8�Ü�q���`���+�<�W�S���:�8�S���q�x�8�MB]�`���q�<�f�8���

g ∈
C1(ℝ×ℝ×ℝ

+)
«~³°���=��D��`���v�=���`�u�WµMBq�u�W���S�`���W���ò�8�H�`���v�u��8�c�8�ç�_�8�c�8���<�C�c�<�v�ç�C���`�q���W�-�½�<�W�����HI

Ô��TI+�E�S���=�`���W���
Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t), x, t)] + g(u(x, t), x, t) = 0,

�8�u�Ü���F��8���JB
SBV

«1 ³°�S���v���v³°���<�W�u�=�¿�-« �z�8�~�`�S���C�å�W�`¢H« �
∙ ^`_5_5��b=rhd�t"�n�`vyj�g knmzd  �L� �QF�=�Y�4�½�`���z���c�8�

BV
�u�W���S�`���W���å�8�b���=���S�����=�JBq���W�S��������8�C�`�`�`���=�`�JBz�MBFµH�=�`�H�W�����j�CB-�`�u�=�q�ò�8�b�<�W���u�=�`���s�

�`���W�	�c�<�v�j�8�u�
SBV

«

∙ � �,��t)Ç�y=�M�u}|~w	t �~�±� BV �W�-�z���u�`���S���j�u�W���S�`���W���°�8�b���=���S�����=�JBx���W�S��������8�C�CB-�`�u�=�q�å�8�r�<�W���u�=�õ�
���8�`���W�	�c�<�v�v���¦���`µ_�W�<�Ü�-���q�=���`���W���H�=���W�S�z�u�z�`�����`µ_�W�<�

SBVloc /�|���`���W�S����D°�`���	µ_�8µH�=�x�8���Ü�s�P�=�`�q���� �L� � ���x�7���u�`�ý�`�u�=µ�Dò�`���=�u�	���ý�,���W�ý�8�±�å�W�`¢¨�u� �S� ���
�`�S���f�-���u�<�=�`���W�b«+¤|�-�P�W�`�`�S�_�8�u�=�JB�D����f�u�<�=�q���`�_�8���`���q�u�<�u�S�S� º����<�f�����`�u�F�-���<�<� ���q � � �8�����`���=�
�S�=���=���WµH�<�J���w �L� � �8�u�j���W�v�`�Tïx�=���=���v�u�n�W�S�:�8�����2�����W�_�8�KµS�u�F�8�`«R�|���±��8�J�`�CBx�u�q�W���8µS�C�`���<�u�
�u�<�u�S�S� º����<�2�P�W�2�u�W�q�x�`µH�<�=�c�8�°�=�c�W�u�2�8�|�CB-�`�u�=�q�«�Så�S�f�P�W�n�J�q�W�u�x���=���=�:�8�°µS�u�F�8�|�W���x���<�<�S�
µS�u�W�_�8�S�JB	�n�H�=�`�u�=�v�<�W���`�u�W���W�	�`�����=�c�W�u�`����8�b�<�`�`���x�8�u�<�C�P�W�C�°�<���������u�=�:�W�=�`���W���«

Â��$ (|®¯uEw	t¤ÄK��{�w5Æz|<3�Ç�y=�Tu}|~w	t=� �
∙ ���5�y{��$�+d�r �n�����nj�mN�:�#f8dn�=vy����������o:p�rhd���oX��vym���j.�nj�o�d J�E� �¤|���S�=�v�`�`�u�W�S�n�u�=���S�c�8�`���OBJ�W�u�`�S�zµS�`���W�	�W�+�`���±���S���`�c�8���E�S���=�`���W���C�`���j�F���u�<���`���OBý�u�W���S�`���W�

u
�8�$�

���u�`�õ�½�W�u�S�=��N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�å�º��_�8�`���W���_�W�f�x���:�W�-���=���
Du ∈ SBV

«2�]�W�u�nµS�u�<�=���u�=�JB�DH�P�W�f�
��IS�<�J�����u�=���=�

R
���=�

u0 ∈W 1,∞(ℝn) ∩ CR+1(ℝn)
�8���	�<�W���`���S�=�E�

{
Dtu(x, t) +H(Dxu(x, t), x, t) = 0, t ∈ ℝ

+, x ∈ ℝ
n �

u(x, 0) = u0(x), x ∈ ℝ
n «

�C���=�u�
H(., x, t)

���±�`�`�`���=�`�JB,�<�W�����HIK«2³°���=��D
Du

�H�=���W�S���Ü�u�ý�`���n�=�c�W�u�
SBVloc

DH��« �
D2u

�����
�q��W�`�S�u�Ü�C���`�	���ý®°�8���u�W�|µ_�8�`�«

∙ ^`_5_`a(�$ced fhg i.jlknmLoXkqp�rhdut�v*c�vyxzxzoXmzd  � �²b�=�
H ∈ C2(ℝ2)

�H�å���F��8���JB��S�S�Y�P�W�`�z�JB2�<�W�����HIq�8���f���=�
u ∈W 1,∞(Ω)

�H�°�|�F���u�<���`���OBf�u�W���S�`���W�
�8�
H(Du) = 0

«ç³°���=�
Du ∈ SBVloc(Ω)

«

∙ ^`_5_y{��$|�du|"kni5}	j~d  �L� �²b�=�
H(p, x, t) ∈ C2(ℝ × ℝ × ℝ

+)
�H�n���F��8���JB]�S�S�Y�P�W�`�z�JB��<�W�����HI����

p
DK��« ��«

DppH > 0
«µA��

u ∈W 1,∞(Ω)
���|�2�F���u�<���`���OB+�u�W���S�`���W���8�

Dtu(x, t) +H(Dxu(x, t), x, t) = 0,
»½� � ¾

�`���=�
Du ∈ SBVloc(Ω)

«e ³°�S���v���|®å�W�u�W���c�8�CB0�-« �q�8�ò®ò�_�8µS�u�=���-« �

�
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∙ ^`_���_8�+�	du�"o��n������oX��o��	rhdut�v*c�vyxzxzoXm�p�|�du|"kni5}	j  � �¤|���S�=�j�W�u�`�S�zµS�`���W�

H ∈ C2(ℝn)
�8���

c−1
H Idn ≤ D2H ≤ cHIdn

�P�W�|�u�W�q�
cH > 0

D
�`���Ü���:�W�-���=���j�8�ç�8�MB+�F���u�<���`���OB+�u�W���S�`���W�

u
�8�

H(Dxu) = 0
���

Ω ⊂ ℝ
n,

�H�=���W�S���v�u�
SBVloc(Ω)

«e QF�<�f�8���u�x®å�W�u�W���c�8�CB0À-« �n�8�~�`�S���C�`���<�`���« �
∙ � �,��tÒÇ�y=�M�u}|~w	t=� �~ ��W�C�u�W�q�Ü�8µSµS������8�`���W���C���J�WµS�`���x�8�K�`�:�8���`µH�W�`�°�`���<�W�CBx���°�å�W�S���+�H�j�����u�=�õ��<�`�`���S�f�u���S�=���=���WµJ�±�u�=���S�c�8�`���OBq�`���<�W�CBn�C���=�x�`���ZN±�8�z�����u�W�S�c�8�ý���KPõ���`�ç�<�W�����HIK«,Nj��å�=���=�ED��`���
�u�=���S�c�8�`�J¸s�8�`���W�J�HGK�<�=�ç���ò�`�S�S�`���=�E���å�|��8�S���W�ò���x���=���=�:�8���HI-µH�<�=�ç�`���|�:�8�q�C�u�=���S�c�8�`���OBý�W�ç���� � � «
�|���W�`���=�òµH���u�`���S���°�����u�=�u�<�`�`���S�2�HI-�u�=���`���W�q���ç�u�"N±�8�z�����u�W�S�c�8���ò�S�=µH�=���-���S�n�8���u���W�

x ∈ ℝ
n «~�|������u�=�u�<�`�`���S�x���<�W�q�=�`�`����µS�u�W�S���=� ���8�����C�����u�z�`�S���|�=�c�W�u�E�~�`�����-���`�:�8���<�±�E�S���=�`���W�J�E�u�W� �n�u�=�C���]�

�v���=�x�8�S�S�c�8���x�8�S�Y�P�W���	�:�8�`�����_�<�|�n©ç��·��8�~�`���±�P�W�`�
H(x,Du(x)) = 0

«

æ�çX� Y(Z 8$ê Z ì98�4 3=2-?@[,8�� ê�8Ù/T3=2~��2,85<>852=?��Rê�3�� 6985<
³°�������u�x�<�W�T�����=�q�=���nµS�u�W�S���=���°�W�f�����`�u�F�-���<�<�!�MB¦Så�u�<�u�:�8�!���� © � �8��� �`���=���`�`���-���<�!���!�u�=���=�:�8�
µ_�8µH�=�u�1J�L� � DyJ�E� � DyJ�E� � �8���8J��� � «�A½�n�`���<�u�°�å�W�`¢-�$�`���<�W�u�=�`����8���8���n���S�q�=�`����8���W�`µH�<�=�u�ç�8�u�C�S�=���=���WµH�<�K«
A½�J®ò�_�8µS�u�=�+�±�å�|µS�u�WµH���u�j�Ü���=��µS�u�F�8�b�8�b�`���v�x�8���+³°���<�W�u�=�(�8�<J�E� � �C�S���u�+�=���`�S�u�<�ò�`���|�HI-���`�u�=���<�
�8�ç�8���WµS�`���x�8�r�`�`�:�8�u�=�LB+�z���S���z�J¸<���S�+�2�������=���<���`�°�E�S���=�`���W�_�8��»E�u�<�f®å�W�u�W���c�8�CB0�F« À�¾5«
�j�|�8�H����Ü�å�Ü�����`�C���=�u���u�W�q� w5�,��tl��vgw5Æz®~�� ¦� µS�u�WµH���u�<�J�MB�Så�u�<�u�:�8�b«
r��Ew$uEvgw5�z|~{�Æz®~wK{���|t=Î ��vgw5Æz®~��  �|�J�`���Ü�C���W���ÜµS�c�8���LD_�W�u�`�S�q�L�

��«����u�ÜµS�u�Wµ_�8���8�u�<�|�C���`�J�S�S���|�`µH�<�<�+���]�8���b�-���u�<�=�`���W���
�-«C�°�8�����<�W���`�`�`���=�`���W���`µH�<�<�J���

� ≤ 2
«

©$�u����J�`�_�8�h��� �S���F�u¢F���S���`�`�:�8�u�=�LB »4��« ��«!�]�`�`�:�8�u�=�LB!�`�_�8�z�<�W�T�����<�z�`���Ï���u�ý�������H�W�S���S�<�
�u�=�H¾×�HI-���`�u�«

3ZÐ=|~�uE��t={��7w5¢+w5�=u}| ¦�$®R�uEvg�TuE�MÎ	|~�M� QF�=���<�=�j�å��8¢��=���W�u�`�S�zµS�`���W���|�P�W�Ü®å�W�u�W���c�8�CB �F« À-«ZA½��µ_�8�`�`���=�-�
�c�8�EDF�S�=�u�=�`�z�����|�C���=�`���=�C�8�ý�WµS�`���x�8���`�`�:�8�u�=�LBq�HI-���`�u�ED����x�`���v���=���=�:�8����W�u�v�C���=�u�v�`���v���=���F�=���OB
�u�=�u�v�:�8�`���õ�B

0 ∈ F (x)
�S�S�v�C���`���W�S�j�W�u�`�S�z���S�

B�(0) ⊂ F (x)
«

�,´Ìw�?zvg�M�  ������]�`���2�WµS�`���x�8�ç�`�`�:�8�u�=�LBJ�P�W�j�`���f���u�W�`�u�WµS���2µS�u�W�S���=� »4��« ��«j�`���"���u�2µS�u�Wµ_�8���8�u�<�±�S�S�Y�
�P�W�`�z�JB+�����8���r�-���u�<�=�`���W���H¾å�C���=�

R0
���C�`���±�S�S���W���8�~�½�å�x�-���u�<�«

� �
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¦ §�¨ o�py©�ª+ä�o�p
BV, SBV,GBV,GSBV

èKçOè « \K@�ìO/(:,85��2Rì½?�ì93=2R@8\K2R:¬�Rê�3���8$êL?�ì985@
A½�~���~�å�=���Y��¢F����C�x�`�_�8�ç���n���=���=�:�8���å�C��8�S���W�������z�=�c�W�u�`����8���`�q�F�W�`�q�u�W���S�`���W���~�P�W�$�º��_�8�`���W���Z»9�L¾~�8���
»��E��¾H���`���F�u¢-�ò�8µSµH��8�ç���²���S���u�C�`���q�C�=���=�z�P�W�ç�`�q�F�W�`�z���S���`�c�8�_���8�:�

u(x, 0) = u0(x)
«~�|�_�8���W���W���`�JBn�u�

¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Âx¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñS¿f�8�ç�<�W���u�=�`���8�`���W���c�<�v�ED��`�������:�W�-���=���±�8�CÅ¹c¿<ºuÀ8¿5¹E¼EÂq¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñS¿2�8��N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�
�º��_�8�`���W����»��L�}¾çµS�u�<�u�=���u�å�`���j�:�8�q�|�u�=���S�c�8�`���OBxµS�u�W�S���=�q�«ç³°�����EDF���+�W�u�S�=�å�u�2�`�`���TBý�8�����`���|µH���u�`���S���
�u�W���S�`���W���~�C���`��Põ�S�zµz�-���u�<�W���`�����S���`���<�ED��å�°�:�8¢��°�`���°�`µ_�W�<�°�8���E�S���=�`���W���ç�8�_�H�W�S���S�<�n���8�`�c�8�`���W�

BV
�W�

�å�W�`¢F���S�n�`µ_�W�<��«�F �v�`���=�ý�<�W�����<�=�°�u�W�q�v�S�H���S���`���W���C�8���q�`���<�W�u�=�q�°�8�H�W�S�
BV

�8���
SBV

�E�S���=�`���W���«
 ��W�ç�j�<�W�zµS���=�u�v�`�S�`����Bf�W�n�`���<�u�°�u�WµS���<�~�å�C�W�S�-�u�<�u�~�`���°�u��W�S�=�~�u��®ò�_�8µS�u�=�u�R�TD��Ü�8���`���å�q�W���W���:�8µS�
 � � «�F �±�H�=�����	�C���`���
2��@?�t�|¯u}|~w	t �5Ó�5Ó �r¸=¼C·�¸Hñ�À�¼½¸qÃ5Â

Ω
»�ò�¸HñH¸5Æ5¹PºxÀ ÷ ¸Hñ�¿¸=¼å¹~ñ

ℝ
n È7�r¸=¼ u ∈ L1(Ω) I �å¸f¿<»WÂ+¼4¾-»�¼ u ¹c¿»J�E�S���=�`���W� �8�ò�H�W�S���S�<�]���8�`�c�8�`���W��¹~ñ

Ω
¹ ón¼4¾S¸q·W¹c¿=¼EÆ5¹�ÃHô-¼E¹PÀ�ñ�»WÄ$·�¸5Æ5¹4Å8»�¼E¹4ÅW¸xÀ�ó

u
4|·�¸Hñ�À�¼½¸`·]Ã5Â

Du
4°¹c¿

Æu¸ ÷ Æu¸:¿¸Hñ_¼�»�Ã5Ä�¸qÃ5Â+»e6,ñ�¹E¼½¸ C»�·�À�ñ,Áx¸`»8¿HôFÆu¸f¹~ñ Ω
4ç¹�È4¸Èv¹ ó

∫

Ω
u
∂�

∂xi
dx = −

∫

Ω
�dDiu ∀� ∈ C∞

c (Ω), i = 1, . . . , n

ó<ÀWÆ�¿<ÀWÁx¸
ℝ
n õ½Å8»WÄ ô�¸`·	Áx¸`»8¿HôFÆu¸ Du = (D1u, . . . ,Dnu)

¹~ñ
Ω
È�Ç óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

u ∈ L1
loc(Ω)

¾-»8¿2Ä�Àºu»WÄ4Ä Â
Ã`À�ô�ñ�·�¸`·JÅ8»WÆ5¹P»�¼E¹PÀ�ñ,¹~ñ

Ω
¹ ó,ó<ÀWÆz¸`»�º5¾,À ÷ ¸Hñ,¿¸=¼ V ⊂⊂ Ω

4
u
¹c¿2»�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ!À�ónÃ`À�ô�ñ�·�¸`·JÅ8»WÆ5¹P»�¼E¹PÀ�ñ�¹~ñ

V
È�®z¸$�$Æ5¹E¼½¸

u ∈ BV (Ω)
»�ñ�·

u ∈ BVloc(Ω)
Æu¸:¿ ÷ ¸`º<¼E¹4ÅW¸5Ä Â�È

�j��"DS�å�Ü�����`�u�F�-���<���`�����u�8�½��8�����<��Å8»WÆ5¹P»�¼E¹PÀ�ñ
V (u,Ω)

�8�ç�f�E�S���=�`���W�
u ∈ L1

loc(Ω)
�

2��@?�t�|¯u}|~w	t �5Ó¯� »~�ò�8�`�c�8�`���W�	¾ Ó �r¸=¼
u ∈ L1

loc(Ω)
È ð ¾S¸2���8�`�c�8�`���W� V (u,Ω)

À�ó
u
¹~ñ

Ω
¹c¿f·�¸X6,ñH¸`·JÃ5Â

V (u,Ω) := sup

{∫

Ω
u
·W¹4Å

'dx : ' ∈ [C1
c (Ω)]

n, ∥'∥∞ ≤ 1

}
.

�°�2�`�S���fµH�W�����2�å�ý��8�Q�u�_�8�:�W�=�u�=�`�J¸�+�`���
BV

�`µ_�W�<�ý�W�f�`���ý�=�c�W�u�2�8�
L1(Ω)

�E�S���=�`���W���2�C���`�(���S���u�
���8�`�c�8�`���W�)»E�u�<��©$�u�WµH���`���`���W�7�-« Àz�8�1 � � ¾H�
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	t �5Ó ªKÓ �r¸=¼

u ∈ L1(Ω)
È ð ¾S¸Hñ54 u Ãu¸5Ä�À�ñ�ò8¿2¼�À BV (Ω)

¹ ó�»�ñ�·ýÀ�ñ�Ä Âq¹ ó

V (u,Ω) <∞.

¶`ñ�»�·�·W¹E¼E¹PÀ�ñ54
V (u,Ω)

ºuÀW¹~ñ�º=¹P·�¸:¿+�$¹E¼4¾ ∣Du∣(Ω) ó<ÀWÆf»�ñ�Â u ∈ BV (Ω)
È

F �Ü���W�`���<�Ü�`�_�8�
BV (Ω)

D��=���S��å�<���C���`�	�`���±���W�`�

∥u∥BV :=

∫

Ω
∣u∣ dx+ ∣Du∣(Ω)

���|�²SC�8�_�W�u�]�`µ_�W�<���8��� ∣Du∣(Ω) �C�����b�H�Ü�u�W�q�=�`���q�<�|��8�����<�J�`���Ü���8�`�c�8�`���W���8� u ��� Ω
«

) �� ¦��v�� �5ÓJÁ�Ó$¯ ÀWÁx¸=¼E¹4Áx¸:¿'4,òW¹4ÅW¸HñQ»�C»�·�À�ñ Áx¸`»8¿HôFÆu¸
�
À�ñ�»�°|ÀWÆu¸5Ä�¿¸=¼

E ⊂ ℝ
n 41�å¸��$¹4Ä4Ä~·�¸Hñ�À�¼½¸¹E¼4¿�¼�À�¼�»WÄKÅ8»WÆ5¹P»�¼E¹PÀ�ñ�À�ñ

E
Ã5Â ∥�∥TV (E)

È
A��
u ∈ BV (Ω)

DS�`���=�	���C���CµH���u�`���S���±�u�q�`µS�����C�`���Ü�q��W�`�S�u�
Du

�����u�z�`�S�u�<�Ü�f�S�`�_�8���JB	�`���S���S�c�8�vµ_�8�`�u�E�

Du = Dau+Dju+Dcu.

�L�
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Dau
�S�=���W�u�<�n�`���J�8���u�W���S�u�=�JB��<�W���`�������W���qµ_�8�`��»4�C���`�¨�u�<�`µH�<�=�2�u�]�`���+²b�=�H�<�`�����ý�q��W�`�S�u�}¾5«

Dju�S�=���W�u�<�n�`���ÌPõ�S�zµQµ_�8�`�z�8�
Du

«
Dcu

���n��8�����<�Q�`����±$»�ñ_¼�ÀWÆ ÷ »WÆ=¼f�8�j�`���ý���:�W�-���=���ý�8�������n���2�`���A×�-�bGH���u�<�Jµ_�8�`� C �8�~�`�����`���S���S�c�8�v�q��W�`�S�u�

Dsu := Dju+Dcu = f�ℋn−1 Ju +Dcu,

�C���=�u�L�

∙ F����=�
Ω
���v�

1
�½�-���q�=���`���W�_�8���S�W�x�8����D

Dju
�<�W���`���`�u�v�8�ç�n�<�W�S���:�8�S���f�`�S�*�8�~�å�=�������u�<���j���:�W�

�x�W�u�u�<�ED��8���f���=���<�å�������~�8���u�j��8�����<�2�`���°�8�u�W�z���åµ_�8�`�~�8�
Du

«�A½�f�S�������=�$�-���q�=���`���W�_�8�S�S�W�x�8�����ED
Dju

���x�<�W���<�=���`�:�8�u�<�ª�W�ª���u�<�=�`�b���8�S���,�u�=�ý�8���<�F�-���q�=���`���W�
1
DC�C�S���u�ª�<�W�`�u�<�`µH�W���S�x�u� �`���

�q��W�`�S�u�5���`���<�W�u�=�`���+Põ�S�zµ��u�=�
Ju
�8�
u �

∙ ℋn−1 Ju
�S�=���W�u�<�v�`���Ü�q��W�`�S�u�

�(E) := ℋn−1(Ju ∩E) �
∙ �

���|�²S°�W�u�=�b���<�=�u�W���_�=���	�W�`�`���W���W�_�8�r�u�
Ju
�8���J�C���`� ∣�∣ = 1 �

∙ f
���|�²S°�W�u�=�r�u��8�c�8�°�E�S���=�`���W� �

∙ �`���2®°�8���u�W�|µ_�8�`�
Dcu

�_�W�v�`���±µS�u�WµH�=�`�OB+�`�_�8�

Dcu(E) = 0
�P�W�|�8�MB�S°�W�u�=�r�u�=�

E
�C���`� ℋn−1(E) <∞ « »½�T�}¾

F �f�8�u�±����§�u��W�TBý�u�q�S�H�����Ü�`���Ü�q���`�C���zµH�W�`�:�8���j�`µ_�W�<���8�r�E�S���=�`���W���C�P�W�C�`�S���v�`���<�`���E�
2��@?�t�|¯u}|~w	t-�5Ó¯Ê¶Ó �r¸=¼

u ∈ BV (Ω)
4v¼4¾S¸Hñ

u
¹c¿z»��`µH�<�=�c�8���E�S���=�`���W���8�ò�H�W�S���S�<�]���8�`�c�8�`���W��4j»�ñ�·8�å¸

�$Æ5¹E¼½¸
u ∈ SBV (Ω)

4$¹ ó
Dcu = 0

4$¹�È4¸ÈC¹ ó±¼4¾S¸±Áx¸`»8¿HôFÆu¸
Du

¾-»8¿�ñ�À²±$»�ñ_¼�ÀWÆ ÷ »WÆ=¼½È ð ¾S¸jÁqÀWÆu¸+ò�¸HñH¸5Æ`»WÄ¿ ÷ »�º:¸ SBVloc(Ω) ¹c¿f·�¸X6,ñH¸`·x¹~ñ,¼4¾S¸2À�Ã5Å¹PÀ�ô�¿$�ò»WÂ�È
) �� ¦��v��¤�5Ó ÕKÓ ð ¾S¸�º=Ä�»8¿:¿5¹Pºu»WÄ~¸Cù�»WÁ ÷ Ä�¸fÀ�ó�»�Kgõõ·W¹4Áx¸HñS¿5¹PÀ�ñ�»WÄbºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿zóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ��~¾�¹Pº5¾	Ãu¸5Ä�À�ñ�ò8¿f¼�À
BV

ÃHô-¼Rñ�À�¼ò¼�À
SBV

¹c¿Ü¼4¾S¸�±$»�ñ_¼�ÀWÆ±¿=¼�»W¹4Æ`ºu»8¿¸ F º ÷ Èe�$¹E¼4¾���ù�»WÁ ÷ Ä�¸:¿hK�ÈX³`´n»�ñ�·�OFÈ�O�Q,À�óeµ�M·¶�G�È
Q������<������®ò�_�8µS�u�=�"�q�8���	�q�W�u�fµS�u�<�=���u�=�JBJ��� Q��S���u�<�=�`���W�¦�F« Àz�å���C�����r���u�2�q�<�W�zµ_�W�=�`���<�u�j³°���<�W�u�=�
�P�W�

GSBV
�E�S���=�`���W���Ì»E�u�<���u�<�=�`���W����« �z�8�1 � � ¾å�å�Ü�u�<��8���b���=�u�Ü�`�����S�H���S���`���W���|�8�~�`�����`µ_�W�<�<�E�

2��@?�t�|¯u}|~w	t �5Ó~È »
GBV

�8���
GSBV

�E�S���=�`���W���H¾ Ó �r¸=¼
Ω
Ãu¸	»�ñ�À ÷ ¸Hñ�¿¸=¼fÀ�ó

ℝ
n I �å¸ý¿<»WÂ�¼4¾-»�¼�»óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

u : Ω → ℝ
¹c¿n»J���=���=�:�8���J¸�<�]�E�S���=�`���W���8�ç�H�W�S���S�<�]���8�`�c�8�`���W��4|»�ñ�·��$Æ5¹E¼½¸

u ∈ GBV (Ω)
4

¹ ó�ó<ÀWÆ]¸5ÅW¸5Æ5Â
� ∈ C1(ℝ)

�$¹E¼4¾¨¼4¾S¸J¿Hô ÷�÷ ÀWÆ=¼nÀ�ó ∇� ºuÀWÁ ÷ »�º<¼X4q¼4¾S¸]ºuÀWÁ ÷ À8¿5¹E¼E¹PÀ�ñ � ∘ u Ãu¸5Ä�À�ñ�ò8¿]¼�À
BVloc(Ω)

È
®z¸v¿<»WÂ2¼4¾-»�¼

u ∈ GSBV (Ω)
¹ ó�ó<ÀWÆ±¸5ÅW¸5Æ5Â

�
»8¿j»�Ã`ÀWÅW¸±¼4¾S¸±ºuÀWÁ ÷ À8¿5¹E¼E¹PÀ�ñ �∘u Ãu¸5Ä�À�ñ�ò8¿±¼�À SBVloc(Ω) È

èKçXW
BV

\K2R:
SBV

3�¸�3=2,8 Z \¶êMì�\�� 698
A½�z�W�S�~µS�u�F�8�P�~�å�°�C�������8�E�u�=�z�S��8�S�C���`�q�W���5�½�-���q�=���`���W�_�8�S�E�S���=�`���W���ç�8���H�W�S���S�<�n���8�`�c�8�`���W��D��`���=�u�5�P�W�u�
�å�Ü�����`�C���=�u�Ü�q�W�u���S�=�:�8�����j�8���	�u�=���<�=�u�<�	³°���<�W�u�=�q�j�8�H�W�S�v�`�S���v�`µH�<�=�c�8�b��W�u��«

³°���+�=�c�W�u�n�8�
BV

�E�S���=�`���W���2���n�S���$D$�S�S�2�P�W�n�=���=�CB
u ∈ BV

�å�ý�_�<���	�8���°�B-�n�`���ýµH���u�`���S�������OB!�u�
�u�=���<�=�v�Ìò�ÀÀ·xÆu¸ ÷ Æu¸:¿¸Hñ_¼�»�¼E¹4ÅW¸ u �C���`�+�S���<�jµS�u�WµH�=�`�`���<�"»c�P�W�°�`���j�S�=�:�8�����C�W�+�`�S���C�`�S�TP`�<�=�°�u�<��®ò�_�8µS�u�=��-« �z�8�1 � � ¾H�

�E�
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2��@?�t�|¯u}|~w	t �5Ó §KÓ Fº¹ ÀW¹~ñ_¼º�$¹c¿¸'4å¸:¿:¿¸Hñ_¼E¹P»WÄbÅ8»WÆ5¹P»�¼E¹PÀ�ñ�»�ñ�·Ìò�ÀÀ·ýÆu¸ ÷ Æu¸:¿¸Hñ_¼�»�¼E¹4ÅW¸�G@9
∙ �r¸=¼ a, b ∈ ℝ

�$¹E¼4¾
a < b

»�ñ�·
I = (a, b)

ÈVEbÀWÆ	»�ñ�Â�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ
u : I → ℝ

¼4¾S¸	µH�W�����½�C���u�
���8�`�c�8�`���W�

pV (u, I)
À�ó
u
¹~ñ
I
¹c¿f·�¸X6,ñH¸`·	Ã5Âz9

pV (u, I) := sup

{
k−1∑

i=1

∣u(ti+1)− u(ti)∣ : k ≥ 2, a < t1 < ⋅ ⋅ ⋅ < tk < b

}
.

¶¯ó
Ω ⊂ ℝ

¹c¿�À ÷ ¸Hñ54ò¼4¾S¸ ÷ ÀW¹~ñ_¼º�$¹c¿¸ÜÅ8»WÆ5¹P»�¼E¹PÀ�ñ pV (u,Ω)
¹c¿�·�¸X6,ñH¸`·+Ã5Â ∑

I pV (u, I)
4<�~¾S¸5Æu¸�¼4¾S¸

¿HôFÁ*ÆHô�ñS¿f»WÄ�À�ñ�ò+»WÄ4Äb¼4¾S¸2ºuÀ�ñ$ñH¸`º<¼½¸`·	ºuÀWÁ ÷ À�ñH¸Hñ_¼4¿2À�ó Ω È

∙ ð ¾S¸2�<�u�u�=���`�c�8�r���8�`�c�8�`���W� eV (u,Ω)
¹c¿�·�¸X6,ñH¸`·	Ã5Â

eV (u,Ω) := inf

{
pV (v, I) : v = u ℒ1 − »�È4¸Èv¹~ñ

Ω

}
.

∙ ¶¯ó
u ∈ BV (Ω)

4ò¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿2»ý���F�F�+�u�=µS�u�<�u�=���:�8�`�����
u
¹~ñ,¼4¾S¸fº=Ä�»8¿:¿2À�ó

u
¿HôSº5¾�¼4¾-»�¼�9

pV (u,Ω) = eV (u,Ω) = V (u,Ω).

�j�C�8�H����LDF���`���S�n�`���"�j�W�S�W�-���|��¢��F�TBF� ³°���<�W�u�=� �å�±�`µS�����å�`���"�j�W�S�W�+�q��W�`�S�u�
Du

�����u�n�`���Ü�8���u�8�
���S�u���<�W���`�������W���|µ_�8�`�

Dau
»4�C���`�	�u�<�`µH�<�=�C�u� ℒ1 ¾°�8���J�`�����`���S���S�c�8�vµ_�8�`� Dsu

�

Du = Dau+Dsu = Du (Ω∖S) +Du S
�C���=�u�

S :=
{
x ∈ Ω : lim

�↓0

∣Du∣(B�(x))

�
= ∞

}
.

²b�=�
A
�S�=���W�u�n�`���n�u�=�Ü�8�°�8�u�W�q�Ü�8�

Du
D���« ��«

x ∈ A
�Y�°�8���,�W�S�JB��Y�

Du({x}) ∕= 0
«"A½�]�`���n��W�u�n�8�

�W���5�½�-���q�=���`���W�_�8�RS �¬�E�S���=�`���W���EDH�`���ZPõ�S�zµ��u�=�
A = Ju

�<�W���`���`�u�±�8�å�<�W�S���:�8�S�JB]�x�8�MB]µH�W�����u�«�F �
����¡�`µS�����±�`���n�`���S���S�c�8�±µ_�8�`�

Dsu
�����u�+�`���2µS�S�u�=�JB,�8�u�W�z���nµ_�8�`�

Dju
�8���,�`���n�-�bGH���`�����2µ_�8�`�µ»4��« ��«

�C���`���W�S�j�8�u�W�q�H¾
Dcu

�

Du = Dau+Dsu = Dau+Dju+Dcu = Du (Ω∖S) +Du A+Du (S∖A). »½�L��¾
³°���2�8�H����2�S�<�<�W�zµH���`���`���W�����|�S�S� º����2�8���	�`�����`�S�u�<���q��W�`�S�u�<�

Dau,Dju,Dcu
�8�u���f�S�`�_�8���JB��`���-�

���S�c�8�«�F �Ü�_�<���

∣Du∣(Ω) = ∣Dau∣(Ω) + ∣Dju∣(Ω) + ∣Dcu∣(Ω)

=

∫

Ω
∣u ′∣dt+

∑

t∈A

∣u(t+)− u(t−)∣+ ∣Dcu∣(Ω). »½�L��¾

�C���=�u�
u
���|�8�MB+���F�F�+�u�=µS�u�<�u�=���:�8�`�����2�8�

u
»E�u�<�f®å�W�u�W���c�8�CB��-« �L�z�8�1 � � ¾5«

) �� ¦��v�� �5Ó ×KÓ ¶`ñ�±r¾-» ÷ ¼½¸5Æ�´n¼4¾S¸�Áx¸`»8¿HôFÆu¸ Du �$¹4Ä4Ä�Ãu¸z·�¸Hñ�À�¼½¸`·	Ã5Â du
ds

»�ñ�·��å¸$�$¹4Ä4ÄKô�¿¸
u′
ó<ÀWÆ�¼4¾S¸

L1 óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ ∇u È ð ¾S¸f·�¸`ºuÀWÁ ÷ À8¿5¹E¼E¹PÀ�ñ »�Ã`ÀWÅW¸2Æu¸`»�·8¿f¼4¾S¸Hñ »8¿

du

ds
= u′ℒ1 +

∑

si∈Ju

f(si)�si +Dcu .
»½�g��¾

�C»�º5¾
f(si)

¹c¿'4ç¼4¾Mô�¿'4°»xÆu¸`»WÄ=ñ$ôFÁxÃu¸5Æ2»�ñ�·
Dcu

¹c¿�¼4¾S¸Ü¿5¹~ñ�ò�ôFÄ�»WÆ"ñ�À�ñ�»�¼�ÀWÁn¹Pº ÷ »WÆ=¼°À�ó�¼4¾S¸�Áx¸`»8¿HôFÆu¸ du
dsF ¿¸u¸ ¯ ¸`º<¼E¹PÀ�ñwOFÈ�MJÀ�óeµ�M·¶�G�È

�E�
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F �f�8�u�±����§�u��W�TBý�u�z�u�<��8��� »E�u�<�j�P�W�C�����`�:�8���<��³°���<�W�u�=�Í�-« �L©q�8���	©$�u�WµH���`���`���W�7�-« �L�z�8�1 � � ¾H�
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	t �5Ó�TqKÓ �r¸=¼

u ∈ BV (Ω)
»�ñ�·xÄ�¸=¼

Ω ⊂ ℝ
È��r¸=¼

A
Ãu¸2¼4¾S¸Ü¿¸=¼åÀ�óf»�¼�ÀWÁ2¿2À�ó

Du
È ð ¾S¸Hñ�9F ¹ G�ÇZñ�Â�ò�ÀÀ·ýÆu¸ ÷ Æu¸:¿¸Hñ_¼�»�¼E¹4ÅW¸ u ¹c¿�ºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿�¹~ñ Ω∖A »�ñ�·z¾-»8¿f»e»HôFÁ ÷ ·W¹c¿<ºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôF¹E¼EÂý»�¼å»�ñ�Â ÷ ÀW¹~ñ_¼

À�ó
A
È1;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ'4

u
¾-»8¿fº=Ä�»8¿:¿5¹Pºu»WÄrÄ�¸~ó=¼å»�ñ�·qÆ5¹Jò8¾F¼òÄ ¹4Án¹E¼4¿ F ·�¸Hñ�À�¼½¸`·	Ã5Â

uL
»�ñ�·

uR
Gx»�¼å»�ñ�Â

x ∈ A
È

F ¹4¹ G
Dcu

Å8»�ñ�¹c¿:¾S¸:¿ÜÀ�ñJ¿¸=¼4¿ �~¾�¹Pº5¾J»WÆu¸
�
õ 6,ñ�¹E¼½¸ �$¹E¼4¾xÆu¸:¿ ÷ ¸`º<¼å¼�À ℋ0 »�ñ�·qÀ�ñJ¿¸=¼4¿ÜÀ�ó±¼4¾S¸zó<ÀWÆ5Á u−1(E)�$¹E¼4¾

E ⊂ ℝ
»�ñ�· ℒ1(E) = 0

È
) �� ¦��v�� �5Ó�5�5Ó EbÀWÆf¿5¹4Án¹4Ä�»WÆz·�¸X6,ñ�¹E¼E¹PÀ�ñS¿nÀ�ó

BV
»�ñ�·

SBV
óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñS¿2¹~ñ,¾�¹Jò8¾S¸5Æq·W¹4Áx¸HñS¿5¹PÀ�ñS¿'4��å¸

»�·�·WÆu¸:¿:¿f¼4¾S¸�Æu¸`»�·�¸5Æ2¼�À*±r¾-» ÷ ¼½¸5Æ:¿$OJ»�ñ�·+Q,À�óeµ�M·¶È
�5Ó¯�¶Ó� ¼�|t=�0��vgw5�,�Mv}u}|~�M��w5¢

1
Ã`x

BV
¢£y�t={Lu}|~w	t=�

�]�W�`�����8�u�<�n�MB2©$�u�WµH���`���`���W����«J� � D��C���=�
I
���ç�8�n�����u�=�`���8�_�8���

u ∈ BV (I)
D��å�C��8�z�u�_�8�S���C�`���å���8�����<�

�8�
u
�W���x�u�=�j�8�R¸�=�u�ý²b�=�H�<�`�����f�q��W�`�S�u�n�u�q�u�x���8��� �n�E�S���=�`���W�

ũ
�C���`�]�`�����P�W������C���S�+µS�u�WµH�=�`�`���<�

»E�u�<��QF�<�=�`���W� �-« �n�8�1 � � ¾H�

∙ ũ
���v�<�W���`�������W���Ü�8�v�=���=�CB+µH�W�����

t ∈ I ∖ Ju �
∙ u+(t) = lim

�↓t
ũ(�)

�8���
u−(t) = lim

�↑t
ũ(�)

�HI-���`��»P�8�����8�u�����S���u�}¾C�8�|�=���=�CB
t ∈ Ju

«

�]�W�u�<����=�EDS�`���±�<�F�Hïx�=���=���u�
f(si)

�8�"»½�g��¾å�:�8�`���õ�B
f(si) = u+(si)− u−(si)

«�A½�°���C�=���`�u�W�x�8�CBý�u�n�u�=�
ũ(si) := (u+(si) + u−(si))/2

«
ũ
���j�`���=� ��8�����<�]�`��� ÷ Æu¸`º=¹c¿¸zÆu¸ ÷ Æu¸:¿¸Hñ_¼�»�¼E¹4ÅW¸+À�ó u «�³°���f�P�W������C���S�©$�u�WµH���`���`���W�	���|�z�`���zµS���Ü�<�W�u�W���c�8�CB	�8�~�`���±µS�u�WµH�=�`�`���<�|�8�~�`���ÜµS�u�<�=���u�Ü�u�=µS�u�<�u�=���:�8�`������«

0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	tÒ�5Ó���¶Ó ¶¯ó
I
¹c¿j»�ñ+¹~ñ_¼½¸5Æ5Å8»WÄ 4

u ∈ BV (I)
»�ñ�·

Ju = ∅ 4~¼4¾S¸Hñ	¼4¾S¸ ÷ Æu¸`º=¹c¿¸jÆu¸ ÷ Æu¸:¿¸Hñ_¼�»�¼E¹4ÅW¸
ũ
¹c¿CºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿Èå¶¯óå¹~ñý»�·�·W¹E¼E¹PÀ�ñ

u ∈ SBV (I)
4�¼4¾S¸Hñ

ũ ∈W 1,1∩C »�ñ�·Ü¹E¼4¿C·W¹c¿=¼EÆ5¹�ÃHô-¼E¹PÀ�ñ�»WÄS·�¸5Æ5¹4Å8»�¼E¹4ÅW¸
¹c¿�¼4¾S¸

L1 óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ u′ È

èKçX�
BV

\K2R:
SBV

¸CëR2R/�?�ì93=2R@�ìO2½[Rì9;#[,8$ê :RìO<>852R@�ì93=2e¾²?L3z3=6O@8¸�3�ê�¿8[�\��,?L8$ê�À
� �u�<�u�S�S����8�fµH�W�����	���<�<�S�<�ª�u�¨�W�S���`�`���TB����J�`���,���HI-�JµS�u�WµH���`���`���W�b« ³°�S���	�`���q�LDj����å�=���=�EDÜ�`���
�`�:�8�u�=�q�=���j���±�n�å�=���Y��¢F����C�]���W�=�v�P�W��S �/�E�S���=�`���W���±�8�����å���u�5�P�=�|�u�q�`�����q�W���W���:�8µS�� � � «�A½�	�C�_�8�
�P�W������v�EDF�`���|�S�=�`�����8�`�����±�8��S ���E�S���=�`���W���

u
D��C�S���u�J�8�u� �j�W�S�W�ý�q��W�`�S�u�<�ED��C�������H�|�S�<�<�W�zµH���u�<�x�����u�

���u�|�8���u�W���S�u�=�JBJ�<�W���`�������W���jµ_�8�`�|�8���J���u�v�`���S���S�c�8�vµ_�8�`�EDS���`���S�q�`���Ü���W�:�8�`���W�
Du = ∇uℒn +Dsu

«
���=�Mw5vg��  �5Ó�Tª »E�|µSµS�u�I-���x�8�u�Q�j�bGK�=�u�=���`�c�8�S�������OB$¾ Ó �r¸=¼

u
Ãu¸Q»

BV (Ω)
óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ¡»�ñ�·

Du =
∇uℒn + Dsu

È ð ¾S¸Hñ54ý»�¼z»�È4¸È x ∈ Ω
¼4¾S¸5Æu¸!¸CùW¹c¿=¼4¿�»�Áx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸�¿¸=¼

B
F ÷ À8¿:¿5¹�Ã5Ä Â�·�¸ ÷ ¸Hñ�·W¹~ñ�ò

À�ñ
x
Gn¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼�9

(i) lim
r↓0

ℒn(Br(x) ∖B)

rn
= 0;

(ii) lim
z→x,z∈B

u(z)− u(x)− ⟨∇u(x), (z − x)⟩
∣z − x∣ = 0 .

&°Æ'4ý¹~ñ§¼4¾S¸,Ä�»�ñ�ò�ôS»Eò�¸!À�ó(µ�Ml´º¶'4
v
¹c¿�» ÷�÷ Æ`ÀEùW¹4Áq»�¼½¸5Ä Â�·W¹ Áj¸5Æu¸Hñ_¼E¹P»�Ã5Ä�¸�»�¼x»�È4¸È x

�$¹E¼4¾ª» ÷�÷ Æ`ÀEùW¹4Áq»�¼½¸
·W¹ Áj¸5Æu¸Hñ_¼E¹P»WÄ	òW¹4ÅW¸Hñ!Ã5Â ∇u(x) È

���
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�5Ó ªKÓ� �K±ÌË ¢£y�t={Lu}|~w	t=���$t=xl�}®|~{M|t=Î
F �Ü�u�<��8���b�`���j�P�W������C���S�ý�`�����=���S�q�`���<�W�u�=�Ö»E�=µb«$�C���`� QF�<�=�`���W� �-«J�L�Ü�8�1 � � ¾5«
���=�Mw5vg��  �5Ó��Á »9Q������=���S��¾ Ó Ç¤óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

u ∈ L1([0, 1]2)
Ãu¸5Ä�À�ñ�ò8¿2¼�À

BV
¹ Á

K�È ð ¾S¸,óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñS¿ u(y, ⋅) »�ñ�· u(⋅, y) Ãu¸5Ä�À�ñ�ò+¼�À BV ([0, 1])
ó<ÀWÆf»�È4¸È

y I
M-È ð ¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òz¹~ñ_¼½¸½òWÆ`»WÄr¹c¿~6,ñ�¹E¼½¸

∫ (
∥ d
dsu(y, ⋅)∥TV ([0,1]) + ∥ d

dsu(⋅, y)∥TV ([0,1])

)
dy .

ð ¾S¸�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ u Ãu¸5Ä�À�ñ�ò8¿2¼�À ¯ °�Â!¹ óf»�ñ�·ýÀ�ñ�Ä Âq¹ ó�¼4¾S¸f¼º�òÀýºuÀ�ñ�·W¹E¼E¹PÀ�ñS¿f»�Ã`ÀWÅW¸�¾-ÀWÄ�·+»�ñ�·�4ç¹~ñ,»�·�·W¹E¼E¹PÀ�ñ
F OPG

u(y, ⋅) »�ñ�· u(⋅, y) Ãu¸5Ä�À�ñ�ò+¼�À SBV ó<ÀWÆf»�È4¸È
y
È

;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ'4C¹ ó
u ∈ SBV

»�ñ�·��å¸+�$Æ5¹E¼½¸
Du = ∇uℒ2 + f�ℋ1 Ju

4°¼4¾S¸Ró<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òx¹P·�¸Hñ_¼E¹E¼EÂx¹c¿�Å8»WÄ ¹P·
ó<ÀWÆf»�È4¸È

y ∈ [0, 1]
9

d

ds
u(y, ⋅) = ⟨∇u, (0, 1)⟩ℒ1 +

∑

si∈J(y)

�i�si ,

�~¾S¸5Æu¸
J(y) := {s : (y, s) ∈ Ju}

»�ñ�·
�i = f(y, si)⟨�(y, si), (0, 1)⟩

È
) �� ¦��v��Í�5Ó��Ê¶Ó ð ¾S¸�À�Ã5Å¹PÀ�ô�¿,ÁqÀ·W¹ 6åºu»�¼E¹PÀ�ñ/À�ó ð ¾S¸`ÀWÆu¸5ÁÃK�ÈXKPQ�¾-ÀWÄ�·8¿]¹~ñ§ºuÀÀWÆ`·W¹~ñ�»�¼½¸:¿w�~¾�¹Pº5¾�»WÆu¸
Ä�Àºu»WÄ4Ä Â

C1 õõ·W¹ Áj¸`ÀWÁqÀWÆ ÷ ¾�¹Pºq¼�ÀJ¼4¾S¸zºu»WÆ=¼½¸:¿5¹P»�ñ�À�ñH¸:¿È7EbÀWÆ2¹~ñS¿=¼�»�ñ�º:¸n¼4¾S¸n¼4¾S¸`ÀWÆu¸5Á ¾-ÀWÄ�·8¿f¹~ñ ÷ ÀWÄ�»WÆzºuÀÀWÆHõ
·W¹~ñ�»�¼½¸:¿ F ¸Cù�º:¸ ÷ ¼v»�¼ò¼4¾S¸2ÀWÆ5¹JòW¹~ñ�G�È
�5Ó ªKÓ¯� Ä-w5vg�0w	tV?�t=����vgw5�,�Mv}u}|~�M�
³°���±µS�u�WµH�=�`�`���<�C�����`�u�<�+���0QF�<�=�`���W�(��« �-«J�j�P�W�

1
�½�
BV

�E�S���=�`���W���v��8�J�H�±�`�S���:�8�S�JBý���=���=�:�8���J¸�<�J�u�2�`���
�S�������=�õ�½�-���q�=���`���W�_�8�ò��W�u��«"A½���W�u�S�=�±�u�+�S�+�`�_�8�±�å�2�f���`�Ü�����`�u�F�-���<�n�`���n�<�W���<�=µS���8�C�8µSµS�u�I-���x�8�u�
�<�W���`�����S���OB�«
2��@?�t�|¯u}|~w	t �5Ó�TÕKÓ Ç¯Áx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸nÁq» ÷ u : ℝn ⊃ E → [−∞,+∞]

¹c¿±¿<»W¹P·+» ÷�÷ Æ`ÀEùW¹4Áq»�¼½¸5Ä Â	ºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$õôSÀ�ô�¿2»�¼
x ∈ E ¹ ó�¼4¾S¸5Æu¸�¹c¿f»xÁx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸f¿¸=¼

A
¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼

lim
r↓0

ℒn((E ∖ A) ∩Br(x))

rn
= 0;

lim
y→x,y∈A

u(y) = u(x) .

F �j�u�<��8���9D-�`���=��D-�`���|�P�W������C���S�q�=�c�W�u�`����8�H�u�<�`�S���°���+�u��8�b�8�_�8�JB-�`���C�8���ý���u�°���zµS�u����<�+���=�u�`���W�+�P�W�
BV�E�S���=�`���W���Ì»4�å�Ü�u�5�P�=�C�u�&QF�<�=�`���W�7�-« �n�8�1 � � ¾5«

0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	tl�5Ó�$È	Ó ;�¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸ÜÁq» ÷ ¿Ü»WÆu¸�» ÷�÷ Æ`ÀEùW¹4Áq»�¼½¸5Ä ÂýºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿�»�È4¸È4Èå¶¯ó u ¹c¿±»�°�Â�Áq» ÷ À�ó
n
Å8»WÆ5¹P»�Ã5Ä�¸:¿'4ò¼4¾S¸Hñ��å¸fºu»�ñ]Æu¸`·�¸X6,ñH¸�¹E¼òÀ�ñ,»z¿¸=¼åÀ�ó±Áx¸`»8¿HôFÆu¸"Rs¸5Æ`Àz¿<Àx¼�À�ò�¸=¼å» ÷ Æu¸`º=¹c¿¸�Æu¸ ÷ Æu¸:¿¸Hñ_¼�»�¼E¹4ÅW¸

ũ
�~¾�¹Pº5¾J¹c¿f» ÷�÷ Æ`ÀEùW¹4Áq»�¼½¸5Ä Â+ºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿2»�¼C¸5ÅW¸5Æ5Â ÷ ÀW¹~ñ_¼ x �~¾�¹Pº5¾ý¿<»�¼E¹c¿X6°¸:¿

lim
r↓0

∣Du∣(Br(x))

rn−1
= 0 .

»½�L��¾

�E�



  cMX+¡£¢¥¤�aHXL¡
BV, SBV,GBV,GSBV

¶¯ó
N
·�¸Hñ�À�¼½¸:¿n¼4¾S¸f¿¸=¼CÀ�ó ÷ ÀW¹~ñ_¼4¿+�~¾S¸5Æu¸7»½�L��¾,ó<»W¹4Ä ¿'4°¼4¾S¸Hñ ℋn−1(N ∖ Ju) = 0

È$;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ'4�ó<ÀWÆz¸5ÅW¸5Æ5Â
x ∈ Ju

4ò¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼å¼º�òÀf�-���`�`�����=�2Å8»WÄ ô�¸:¿
u+(x)

»�ñ�·
u−(x)

»�ñ�·ý»xÁx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸f¿¸=¼
G
¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼�9

lim
r↓0

ℒn(Br(x) ∖G)
rn

= 0;

lim
y→x, y∈G, ⟨(y−x),�(x)⟩<0

ũ(y) = u−(x);

lim
y→x, y∈G, ⟨(y−x),�(x)⟩>0

ũ(y) = u+(x).

 ����_�8���JB�D����|���j���u�5�E�S�b�P�W�j�W�S�Ü�8�_�8�JB-�`���|�`�_�8�ED��u�W�S���S�JB��`µH��8¢F���S�$D_µH�W�����u�±�8�å�8µSµS�u�I-���x�8�u�n�<�W���`�����S���OB
�8�°�`�:�W�<�<���8��S �¯�E�S���=�`���W���f�8����µH�W�����u���8�C�8µSµS�u�I-���x�8�u�x�<�W���`�����S���OB!�8�å�`���n�E�S���=�`���W���Ü�`���=�q�u�=�����<�ED
�<�W�����=���S��A½�q���`�ò�8�K�`���C�`���q� C «$³°���CµS�u�<�=���u�|�`�:�8�u�=�q�=���ò���ç�������=�q�H�=�����«zF �v�u�<�`�`�`���=�ò�W�S�u�u�=�����<�ç�u�Ü�`�����W�u�v�8�

2
�½�-���q�=���`���W�_�8�¶S ���E�S���=�`���W���ED��C�S���u�x���ç�`���v�W���C�u��8���JBn���<�<�S�<�z�P�W�ò�W�S�çµS�S�`µH���u�<�«zNj��å�=���=�ED

�`�����`�:�8�u�=�q�=���j��8�J�H�Ü�`�S���:�8�S�JB+���=���=�:�8���J¸�<�	�u�q�8�MBJ�-���q�=���`���W���«
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	tÍ�5Ó�T§KÓ �r¸=¼

u ∈ BV ([0, 1]2)
»�ñ�·QºuÀ�ñS¿5¹P·�¸5Æ,¼4¾S¸ÌóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

ũ
À�ó ¹ Æ`À ÷ À8¿5¹E¼E¹PÀ�ñÅK�ÈXK`´8È

ð ¾S¸Hñ54ò¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�ò ÷ Æ`À ÷ ¸5Æ=¼EÂx¾-ÀWÄ�·8¿�ó<ÀWÆ2»�È4¸È y 9
∙ ¶¯ó

(y, x) ∕∈ Ju ∩ ({y} × [0, 1])
4°¼4¾S¸Hñ

lim
z→x,(y,z)∕∈Ju

ũ(y, z) = ũ(y, x) .
»½�LÀ�¾

¹ Æ`ÀÀ�óÈ| ����u�`�n�8�Ü�8���9Dç�<�W���`���S�=�n�`���ý�½�å���u�=�u�n�8�
y
� �ED

N1
�8���

N2
�`���u�Q�`�_�8��»��}¾f�8�j³°���<�W�u�=� ��«J���

�8µSµS�JB�«ç ��W�|��W�u�
y ∈ N2

D-���=�
G2

y

�H�j�`�����u�=�C�8�~µH�W�����u�
y
�8�$�8µSµS�u�I-���x�8�u�f�<�W���`�����S���OB��8�

u(⋅, y) �8����u�=�

G2 := ∪tG
2
t × {t} .

 ����_�8���JB�DS���=�
N
�H�±�`�����u�=�v�8�$©$�u�WµH���`���`���W�(��«J�}�z�8���J�u�<��8���b�`�_�8� ℋ1(N ∖ Ju) = 0

«
F �+�8�u�ý����(�u��W�TB �u���������ý�`���ý�u�=�n�8�

y
� �f�P�W�2�C�S���u�Q�`���ý�<�W���=�����`���W�¨�8�|�`���ý©$�u�WµH���`���`���W�Q���W���S�«

�]�W�u�±µS�u�<�=���u�=�JB�D
y
�_�W�C�u�z�:�8�`���õ�Bý�`���j�P�W������C���S�ý�<�W���-���`���W���E�

»E�L�}¾
y ∈ N1

�8���
({y} × [0, 1]) ∩ (N ∖ Ju) = ∅ �

»E�E��¾
(y, x) ∈ G2 �P�W�|�-« ��« x ∈ [0, 1]

«
 ��bI	�

y
�:�8�`���õ�BF���S�z�`���Ü�½�å�x�<�W���-���`���W���j�8�H����f�8�����8�

x
�C���`�

(y, x) ∕∈ Ju
«zF ���=�c�8��� �`�_�8�

»�®ò�~¾
v(⋅) := ũ(y, ⋅) ���|�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB	�<�W���`�������W���Ü�8�|�8�MBJ�`���u� x «

�j�u�`�S�q�Ü�P�W�|�`���f�q�W�q�=���Ü�`�_�8��»�®ò�~¾C���W���S�«ZS BJ�`���2�=�c�W�u�`����8��µS�u�WµH�=�`�`���<�±�8�Z�<�7S � �E�S���=�`���W����»E�u�<�
QF�<�=�`���W�¦��« �-«J�}¾HDS�s�E�u�=�°�u�<�S�H���S���S�

v
�W�J�2�u�=�°�8�r�q��W�`�S�u��¸�=�u��D-�å�j���=�v�����=�

ṽ
�C�S���u�J���°�<�W���`�������W���

�8�x�=���=�CB
x ∕∈ Ju

« �|���`�����W�`���=�x�_�8���KDå�å�	�f���`�x�_�<���
v(x) = ṽ(x)

�8�ý�=���=�CBQµH�W�����x�C���=�u�
v���q�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB��<�W���`�������W���«>QF��Då�s�E�u�=�z�_�<�F���S� µS�u����<� »�®ò�~¾HDò�å�J�<�W���=�����S�J�`�_�8�

ṽ
�8���

ũ(y, ⋅)�<�W�����=���S�2�8�v�=���=�CB+µH�W�����
x
�C���`�

(y, x) ∕∈ Ju
«$³°�S���vµS�u����<�v�`���ÜµS�u�WµH���`���`���W�b«

A½�j�u�=�x�8�����±�u�+�`���� »�®ò�~¾5«�F �z�8�`�����n�MB��<�W���`�:�W�-���=�`���W�Q�8�����W�u�`�S�q�f���±���|���8���u��«Ü³°���=�!�8�±�u�W�q�
x�C���`�

(y, x) ∕∈ Ju
DS�å�Ü�_�<���f�n�<�W���`�:�8���

� > 0
�C���`�	�`���±�P�W������C���S�xµS�u�WµH�=�`�OB�«,A��~�å���S�H�����

Ar := {z ∈]x− r, x+ r[: ∣ũ(y, z) − ũ(y, x)∣ ≥ �} ,

�EÀ



  cMX+¡£¢¥¤�aHXL¡
BV, SBV,GBV,GSBV

�`���=�
lim sup

r↓0

ℒ1(Ar)

r
≥ � .

�j��"DK�u�=�
A′

r := {z ∈ Ar : (y, z) ∈ G2} «�S B(»E�E��¾ ℒ1(Ar ∖ A′
r) = 0

«�F �f�E�S�`�`���=�±�u�<�`�`�`���=�
A′

r

�MB
�u�=�`�`���S�

A′′
r := {z ∈ A′

r : (�, z) ∈ G2 �P�W�|�-« ��« �} «ç³°���=��DS�MBJ S�S�S���S�9D ℒ1(A′
r ∖ A′′

r) = 0
«,Nj�=���<�

lim sup
r↓0

ℒ1(A′′
r )

r
≥ � .

»½���L¾

�|�	�`���Ü�W�`���=�v�_�8���KD-�P�W�
z ∈ A′′

r

D�»4�u�<��8�������S�x�`�_�8�
(y, z) ∈ G2 ¾ò�å����8�	�C�`���u�

∣ũ(�, z)− ũ(y, z)∣ ≤
∣∣∣∣
d

dt
u(⋅, z)

∣∣∣∣ (]y − r, y + r[) =: g(r, z)

�P�W�å�=���=�CB
� ∈]y− r, y+ r[∈ G2 »P�8���q���=���<�v�P�W�°�-« ��« � ∈]y− r, y+ r[ ¾5«,Q������<�LDF�MB0»E�L�}¾HD (y, x) ∕∈ N

D
�å�Ü¢F������`�_�8�

lim
r↓0

1

r

∫ x+r

x−r
g(r, z) dz ≤ lim

r↓0

∣Du∣(B2r(y, x))

r
= 0 .

QF��D-�P�W�C�`�����u�=�
Cr := A′′

r ∩ {z : g(r, z) < �/2}
�å�Ü�_�<���

lim
r↓0

ℒ1(A′′
r ∖ Cr)

r
= 0 ,

�C�S���u�	���zµS�����<�
lim sup

r↓0

ℒ1(Cr)

r
≥ � .

»½�L©�¾

®å�W���`���S�=�����_�8���JB+�`�����u�=�
Dr := {(�, z) : z ∈ Cr, ∣� − y∣ < r} ∩G2 «,A½�C�`�S�`���v�W�S�v�`�_�8�E�

∙ lim supr↓0 r
−2∣Dr∣ ≥ �/2 �

∙ Dr ⊂ B2r((y, x))
�

∙ A��
(�, z) ∈ Dr

DS�`���=�

∣ũ(�, z)− ũ(y, x)∣ ≥ ∣ũ(y, z)− ũ(y, x)∣ − ∣ũ(�, z)− ũ(y, z)∣ ≥ � − �

2
=
�

2
.

³°���z�HI-���`�u�=���<�z�8�å�`���z�u�=�u�
Dr

�W���F���W���`�JB,�<�W���`�:�W�-���=�f�`���q�8µSµS�u�I-���x�8�u�q�<�W���`�����S���OB �8�
ũ
�8�

(y, x)
D

�C�S���u���f���`�v���W���J�H�<��8���u�
(y, x) ∕∈ N

«

�}�
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Ê Ë o�ÌÍåÅä�k+mÌänª�Í+o¬ÎãÌmÌä�n	åÅk+mÌp�ª+mÌâ n ¨ o n ¨ o�k�á.Ï keÎ8ÌÍk+mÌk�n	k+mÌoÅÎãÌmÌä�n	åÅk+mÌp
WzçOè Ð 85< ìO/T3=2R/`\ Z 8U¸CëR2R/�?�ì93=2R@
Q������<�J�F���u�<���`���OB¨�u�W���S�`���W���x�8��N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�Ü�º��_�8�`���W���7»�����¾2�S���S�=�x�`�����W�u�`�S�zµS�`���W�-»��E��¾z�8�u�
¿¸5Án¹PºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸�D��å�z�����`�Ü���=�u�q�S�H���S���`���W���n�8���,µS�u�WµH�=�`�`���<�2�8�H�W�S���`�S�����`�S�TP`�<�=�Ï»4�q�W�u�x�S�=�:�8��������8� �H�
�P�W�S���J���J�`���Ü�H�F�W¢�J�EÀ � ¾5«
2��@?�t�|¯u}|~w	tl�¶Ó�5Ó �r¸=¼

Ω ⊂ ℝ
n Ãu¸2»�ñ,À ÷ ¸Hñ�¿¸=¼½È�®z¸±¿<»WÂq¼4¾-»�¼ò»ýºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ u : Ω → ℝ

¹c¿
�u�=�z���<�W����<���ý¹ ó'4$ó<ÀWÆf»�ñ�ÂýºuÀ�ñ�ÅW¸Cù

K ⊂⊂ Ω
4ç¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿

CK > 0
¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼

u(x+ ℎ) + u(x− ℎ)− 2u(x) ≤ CK ∣ℎ∣2, »½�L��¾
ó<ÀWÆz»WÄ4Ä

x, ℎ ∈ ℝ
n �$¹E¼4¾ x, x − ℎ, x + ℎ ∈ K

È ð ¾S¸f¿5Áq»WÄ4Ä�¸:¿=¼�ñ�À�ñ$ñH¸½ò�»�¼E¹4ÅW¸xºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼ CK
¿HôSº5¾,¼4¾-»�¼

»½�L��¾±¾-ÀWÄ�·8¿2À�ñ
K
�$¹4Ä4ÄrÃu¸nºu»WÄ4Ä�¸`·n�u�=�z���<�W����<�F���OB	�<�W���`�:�8���|�8�

u
�W�

K
È

�j�HI-�ED-�å�Ü�����`�u�F�-���<���`�����<�W���<�=µS�|�8�$�`�SµH�=�u�-�bGK�=�u�=���`�c�8��«
2��@?�t�|¯u}|~w	t��¶Ó¯�¶Ó �r¸=¼

u : Ω → ℝ
Ãu¸C»|Áx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸	óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñHÈ ð ¾S¸$¿¸=¼ ∂u(x) 4bºu»WÄ4Ä�¸`·Ü¼4¾S¸��`�SµH�=�u�-�bGK�=�u�=���`�c�8�À�ó

u
»�¼ ÷ ÀW¹~ñ_¼ x ∈ Ω

4ç¹c¿�·�¸X6,ñH¸`·J»8¿

∂u(x) :=
{
p ∈ ℝ

n : lim sup
y→x

u(y)− u(x)− p ⋅ (y − x)

∣y − x∣ ≤ 0
}
.

»½� � ¾

�j�HI-�ED��`�:�8�`�`���S�j�P�W�`� �`���C�8�H����C�S�H���S���`���W���$�å�°�S�<�u�=�`���H�°�u�W�q�åµS�u�WµH�=�`�`���<�$�8�H�u�=�z���<�W����<���å�E�S���=�`���W���
»E�u�<�Ü©$�u�WµH���`���`���W�)��«J��« �z�8�1J�EÀ � ¾H�
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	t¤�¶Ó ªKÓ �r¸=¼

Ω ⊂ ℝ
n Ãu¸fÀ ÷ ¸Hñ�»�ñ�· K ⊂ Ω

»xºuÀWÁ ÷ »�º<¼°ºuÀ�ñ�ÅW¸Cùq¿¸=¼½È��r¸=¼ u : Ω → ℝ
Ãu¸2»

¿¸5Án¹PºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸ óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ��$¹E¼4¾ý¿¸5Án¹PºuÀ�ñ�ºu»WÅ¹E¼EÂ+ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼
CK ≥ 0

È ð ¾S¸Hñ54ò¼4¾S¸,óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

û : x 7→ u(x)− CK

2
∣x∣2 ¹c¿fºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸2¹~ñ

K.

¶`ñ ÷ »WÆ=¼E¹Pº�ôFÄ�»WÆ'45ó<ÀWÆf»�ñ�ÂÌòW¹4ÅW¸Hñ x, y ∈ K 4 p ∈ ∂û(x)
»�ñ�·

q ∈ ∂û(y)
�å¸±¾-»WÅW¸2¼4¾-»�¼

⟨q − p, y − x⟩ ≤ 0.

 S�u�W� ����¨�W�q�8���f���nµ_�8�`�`���=�S�c�8�$���2�`���C�8�_�8�JB-�`�����8�K®ò�_�8µS�u�=�RÀTDW�C���=�
u
���~�j�u�=�z� ÑF�<�W����<���å�E�S���=�`���W��D

�å�v�C�������S�=���W�u�v�`���v�u�=�õ�����8�����<�q�x�8µ
x→ ∂û(x)+CKx

�W�
∂u
«$�|�q���zµH�W�`�:�8���å�W���u�=�`���8�`���W�x���ç�`�_�8�ED

�H�=���S�
û
�<�W����<���LD��`���Ü�x�8µ

x→ ∂û(x)
���|�2�x�}I-���x�8�b�q�W���W�u�W���Ü�E�S���=�`���W�b«

A½�z�C�_�8�ç�P�W������v�ED��C���=�
u
���å��»E�u�=�z�~¾��½�<�W����<���v�E�S���=�`���W��D��å�C�C�����_�S�=���W�u�v�MB

D2u
�`���v�-���`�`�`���S�S�`���W�_�8�

���<�u�`�c�8�Q�8�
u
« Q������<�

Du
���ED������`�S���n��W�u�LDç�

BV
�x�8µ�D~�`���+�-���u�=���u�`���W�Q�8�H����+�8��Q��S���u�<�=�`���W� ��«J�

�8µSµS�����<�«zA½�n�`�S���ç��W�u�å�å�C�C�����S���u�å�`���°���W�:�8�`���W�
D2

au
D
D2

ju
�8���

D2
cu

»4�����`�u��W�q�8���`���°���`�_�8�S���W�:�8�`���W�
[D2]au

D
[D2]ju

�8���
[D2]cu

¾5«r�|�f���zµH�W�`�:�8���~µS�u�WµH�=�`�OB��8�
D2

cu
���b�`���ç�P�W������C���S�j�u�=���S�c�8�`���OB�µS�u�WµH�=�`�OB�«

0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	t �¶ÓJÁ�Ó �r¸=¼
u
Ãu¸x» F ¿¸5Án¹ GgõõºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸+óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñHÈn¶¯ó

D
·�¸Hñ�À�¼½¸:¿z¼4¾S¸2¿¸=¼jÀ�ó ÷ ÀW¹~ñ_¼4¿��~¾S¸5Æu¸

∂u
¹c¿�ñ�À�¼ç¿5¹~ñ�òWÄ�¸ S Å8»WÄ ô�¸`·�4°¼4¾S¸Hñ ∣D2

cu∣(D) = 0
È

¹ Æ`ÀÀ�óÈZS B	³°���<�W�u�=� �-« ©0»E�u�<�f�H�=�����¾HD��`���2�u�=�
D
��� ℋn−1 ���u�<�=�`�b���8�S����«j³°�S���j�q��8���j����µ_�8�`�`���=�S�c�8�ED�`�_�8�n���2��� ℋn−1 − �

���S���u��« S B��`���ýµS�u�WµH�=�`�OB »½�T�}¾��å�+�<�W���=�����S�
D2

cu(E) = 0
�P�W�n�=���=�CB(S°�W�u�=�

�`�S���u�=�
E
�8�
D
«$³°���=�u�5�P�W�u� ∣D2

cu∣(D) = 0
«

�E©



Æ X�ÇÌ_baHV�Ü�aH¤�ÈLX7É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü¥¡1¤LÜ�ÞÏÝÅcMX"ÝÅcMXEV�YÅ\ÏV�ÉnÇ�V�ÜMV�Ý�V�ÜMX$É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü¥¡

WzçXW Ò 3=2,3K?L3=2,8=¸CëR2R/�?�ì93=2R@�ìO2
ℝ

n

 ��W������C���S�j�`���$�å�W�`¢��8�S�|���H�=�`�`�F�8�����|�f�S�u���`���+J� � �å�ç�����`�u�F�-���<�ç���=�u�ç�u�W�q�$�u�<�`�S���u���8�H�W�S�b�`���$�`���<�W�CB
�8�r�q�W���W�u�W���±�E�S���=�`���W���°���

ℝ
n «$²b�=� B : ℝn → ℝ

n �H�Ü�f�u�=�õ�����8�����<�+�x�8µ¦»E�W�°�f�S���`�Y�E�S���=�`���W�	¾HD���« ��«ç��x�8µ	�C�S���u�	�x�8µ��|�=���=�CB+µH�W�����
x ∈ ℝ

n �����u�x�u�W�q�Ü�u�=� B(x) ⊂ ℝ
n «ç ��W�j�8��� x ∈ ℝ

n �å���S�H�����L�

∙ �`���x·�ÀWÁq»W¹~ñx�8�
B
D
Dm(B) := {x : B(x) ∕= ∅} D

∙ �`���z¹4Áq»Eò�¸C�8�
B
D
Im(B) := {y : ∃x, y ∈ B(x)} D

∙ �`����òWÆ`» ÷ ¾n�8� B D ΓB := {(x, y) ∈ ℝ
n × ℝ

n : y ∈ B(x)} D

∙ �`���=� ¹~ñ�ÅW¸5Æ:¿¸C�8�
B
D
[B−1](x) := {y : x ∈ B(y)} «

2��@?�t�|¯u}|~w	t>�¶Ó¯Ê¶Ó �r¸=¼
B : ℝn → ℝ

n Ãu¸2»xÁ²ôFÄY¼E¹ óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ54ç¼4¾S¸Hñ
K�È
B
¹c¿f»ý�q�W���W�u�W����óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ]¹ ó

⟨y1 − y2, x1 − x2⟩ ≤ 0 ∀xi ∈ ℝ
n, yi ∈ B(xi), i = 1, 2.

»½�T�}¾
M-ÈjÇ�ÁqÀ�ñ�À�¼�À�ñH¸$óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

B
¹c¿òºu»WÄ4Ä�¸`·2�x�}I-���x�8���~¾S¸Hñn¹E¼_¹c¿$Áq»EùW¹4Áq»WÄ@�$¹E¼4¾ÜÆu¸:¿ ÷ ¸`º<¼b¼�Àj¼4¾S¸ç¹~ñ�º=Ä ô�¿5¹PÀ�ñ

¹~ñ,¼4¾S¸2º=Ä�»8¿:¿fÀ�óÜÁqÀ�ñ�À�¼�À�ñH¸,óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñS¿'4$¹�È4¸Èv¹ ó�¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òz¹4Á ÷ Ä ¹Pºu»�¼E¹PÀ�ñ�¾-ÀWÄ�·8¿�9
A(x) ⊃ B(x)

ó<ÀWÆf»WÄ4Ä
x,A

ÁqÀ�ñ�À�¼�À�ñH¸ ⇒ A = B.

�|���u�=�`���ý�`�_�8�2�����`�S���2�å�W�`¢!�å�J�W�u�`�S�q� ≤ ��� »½�T�}¾������`�u��W�Q�8�v�`���ý�q���`�n�<�W�z�q�W� ≥ «7Nj��å�=���=�ED�W���2��8�]µ_�W�u�v�E�u�W� �W���2�<�W�����=���`���W� �u�q�`���2�W�`���=�±�MB��`���zµS�JB	�<�W���`���S�=�`���S� −B �����`�u��W�]�8�
B
«v³°���

�W���u�=�`���8�`���W���8�~�`���ÜµS�u�=�F���W���v�`�S���u�<�=�`���W�	���C�`���=���`�S�z�x�8�`�J¸�<�	���J�`���±�P�W������C���S�ý³°���<�W�u�=�	«
���=�Mw5vg��  �¶Ó ÕKÓ ð ¾S¸j¿Hô ÷ ¸5Æ½òWÆ`»�·W¹�¸Hñ_¼ ∂u À�óÜ»xºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸RóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ	¹c¿Ü»zÁq»EùW¹4Áq»WÄHÁqÀ�ñ�À�¼�À�ñH¸zóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñHÈ
�|�x���zµH�W�`�:�8���°�u�F�W�H�8�b�`���|�`���<�W�CBx�8�b�x�}I-���x�8���q�W���W�u�W���|�E�S���=�`���W���EDF�C�S���u�+�C������µS�c�Bý�Ü¢���Bq�u�W���|���
®ò�_�8µS�u�=��ÀTD-���C�`���"N|�������5�%Óò���`�����q�8µSµS�u�I-���x�8�`���W�Ù»E�u�<�2®ò�_�8µS�u�=�u��Àz�8���7�2�8�1J� � ¾H�
2��@?�t�|¯u}|~w	t¼�¶Ó~È	Ó EbÀWÆ�¸5ÅW¸5Æ5Â

" > 0
�å¸ý¿¸=¼

Ψ"(x, y) := (x − "y, y)
ó<ÀWÆJ»WÄ4Ä

(x, y) ∈ ℝ
n × ℝ

n 4»�ñ�·�ó<ÀWÆq¸5ÅW¸5Æ5Â	Áq»EùW¹4Áq»WÄ�ÁqÀ�ñ�À�¼�À�ñH¸ óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ
B
�å¸z·�¸X6,ñH¸

B"
»8¿n¼4¾S¸nÁ²ôFÄY¼E¹ óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ��~¾-À8¿¸"òWÆ`» ÷ ¾

¹c¿
Ψ"(ΓB)

4ò¼4¾-»�¼ò¹c¿'4
ΓB" = {(x− "y, y) : (x, y) ∈ ΓB} È��f¸Hñ�º:¸

B" := ("Id−B−1)−1.

A½�ý�`���j���HI-�C³°���<�W�u�=�q�C�å�±�<�W�����<�=�C�u�W�q�jµS�u�WµH�=�`�`���<�C�8���x�}I-���x�8�H�q�W���W�u�W���j�E�S���=�`���W���
B
�8���ý�`���=���

�8µSµS�u�I-���x�8�`���W���
B"

�S�H�����<�]�8�H�����«
���=�Mw5vg��  �¶Ó §KÓ �r¸=¼

B
Ãu¸n»qÁq»EùW¹4Áq»WÄKÁqÀ�ñ�À�¼�À�ñH¸�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñHÈ ð ¾S¸Hñ54ò¼4¾S¸Ü¿¸=¼

S(B) := {x : B(x)
¹c¿�ñ�À�¼$¿5¹~ñ�òWÄ�¸ÜÅ8»WÄ ô�¸`· }

¹c¿2» ℋn−1 Æu¸`º<¼E¹ 6å»�Ã5Ä�¸2¿¸=¼½È �r¸=¼ B̂ : Dm(B) → ℝ
n Ãu¸f¿HôSº5¾�¼4¾-»�¼

B̂(x) ∈ B̂(x)
ó<ÀWÆz¸5ÅW¸5Æ5Â

x
È ð ¾S¸Hñ

B̂
¹c¿2»xÁx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ »�ñ�·

B(x) = {B̂(x)} ó<ÀWÆ2»�È4¸È x È|¶¯ó Dm(B)
¹c¿2À ÷ ¸Hñ54°¼4¾S¸Hñ DB̂ ¹c¿2»

Áx¸`»8¿HôFÆu¸'4å¹�È4¸È
B̂
¹c¿�»ZóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ�À�óÜÄ�Àºu»WÄ4Ä ÂJÃ`À�ô�ñ�·�¸`·+Å8»WÆ5¹P»�¼E¹PÀ�ñHÈ

¶¯ó
Ki

¹c¿ý»�¿¸Cö�ô�¸Hñ�º:¸	À�ó+ºuÀWÁ ÷ »�º<¼j¿¸=¼4¿+ºuÀ�ñ_¼�»W¹~ñH¸`·]¹~ñ¨¼4¾S¸x¹~ñ_¼½¸5Æ5¹PÀWÆýÀ�ó Dm(B)
�$¹E¼4¾

Ki ↓ K
4Ü¼4¾S¸Hñ

B(Ki) → B(K)
¹~ñ¨¼4¾S¸
��»�ô�¿<·�ÀWÆXÁ ¿¸HñS¿¸È ð ¾S¸5Æu¸~ó<ÀWÆu¸'42¼4¾S¸xÁq» ÷ B̂ ¹c¿ýºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿J»�¼f¸5ÅW¸5Æ5Â

x ∕∈
S(B)

È
Eç¹~ñ�»WÄ4Ä Â�4±¹ ó

Dm(B)
¹c¿JÀ ÷ ¸Hñ�»�ñ�· B = ∂u

ó<ÀWÆx¿<ÀWÁx¸+ºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸"óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ
u : Dm(B) → ℝ

4�¼4¾S¸Hñ
B̂(x) = Du(x)

ó<ÀWÆ�»�È4¸È
x
F Æu¸`ºu»WÄ4Äf¼4¾-»�¼

u
¹c¿]Ä�Àºu»WÄ4Ä ÂU�~¹ ÷ ¿<º5¾�¹E¼ÔRH4ý»�ñ�·Q¾S¸Hñ�º:¸�¼4¾S¸ ·W¹c¿=¼EÆ5¹�ÃHô-¼E¹PÀ�ñ�»WÄ

·�¸5Æ5¹4Å8»�¼E¹4ÅW¸nÀ�ó
u
ºuÀW¹~ñ�º=¹P·�¸:¿2»�È4¸ÈB�$¹E¼4¾J¼4¾S¸2º=Ä�»8¿:¿5¹Pºu»WÄ�·W¹ Áj¸5Æu¸Hñ_¼E¹P»WÄ G�È

�E�



Æ X�ÇÌ_baHV�Ü�aH¤�ÈLX7É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü¥¡1¤LÜ�ÞÏÝÅcMX"ÝÅcMXEV�YÅ\ÏV�ÉnÇ�V�ÜMV�Ý�V�ÜMX$É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü¥¡

¹ Æ`ÀÀ�óÈ| ����u�`���8�v�8���9Db���W�u�z�`�_�8�EDb�MB,³°���<�W�u�=� �-« �+�8�7J� � D
S(B)

���Ü�`���z�S�S���W�!�8�°�u�<�=�`�b���8�S���q�u�=�u���8�
N±�8���u�S�W��G!�-���q�=���`���W�

n− k
D
k ≥ 1

«|³°�S���j���_�8�:�8���u�<�<�±�`���f�HI-���`�u�=���<�2�8�ç�`���2�=�c�W�u�`����8���q��W�`�S�:�8�S���
�E�S���=�`���W�

B̂
«$³°���"S �/�u�=���S�c�8�`���OB+�C���=�

Dm(B)
���v�WµH�=�	���v�`����C�	���	©$�u�WµH���`���`���W� �-«J�Ü�8�1J� � «

�j�HI-�ED-���=�
K
�H���n�<�W�zµ_�W�=�j�u�=�v�<�W���:�8�����<�	���J�`���Ü�����u�=�`���W�j�8�

Dm(B)
«�S BJ®å�W�u�W���c�8�CB¦��« ��»½��¾°�8��J� � D

B(K)
���°�H�W�S���S�<�K«$³°�����EDS�`�����<�

ΓB ∩K ×ℝ
n �°���°�=�����u�<�ý�MBx�x�}I-���x�8�H�q�W���W�u�W�S���=���OB�D����°�`�S�`���°�W�S��`�_�8���������f�8���u�	�<�W�zµ_�W�=�«x³°���q�<�W���`�����S���OB!�=�c�8���q�<� ��� �`���q�u�<�<�W����µ_�8�:�8���:�8µS���8�°�`���q³°���<�W�u�=� ���

�`���=�]�n�`���zµS�����<�W���u�º����=���<���8�~�`�S���|�W���u�=�`���8�`���W�b«
³°�������_�8�bµ_�8�:�8���:�8µS�]�8�~�`���Ü³°���<�W�u�=�*���CµS�u����<�	���	³°���<�W�u�=� �F«J�L���8�1J� � «
A½� QF�<�=�`���W� À!�8�f�`�S���ý�å�W�`¢¶Dj�`�����<���å�,�C�����Ü�8���°�B-�	�<�W���`���S�=�+�q�W���W�u�W���]�E�S���=�`���W���+�`�_�8�	�8�u���`���
�`�SµH�=�`���:�W�-���=���u�å�8�b�u�W�q�v�<�W����<���v�E�S���=�`���W���ED��å�v�C�����_���u�

∂u
�P�W�$�`���|�`�SµH�=�`���:�W�-���=���C�8���

Du
�P�W�$�`���

�-���`�`�`���S�S�`���W�_�8�r���:�W�-���=���«ò�/�<�W�u�W���c�8�CBJ�8�$³°���<�W�u�=�Í�-« ©n���C�`�_�8�
í�w5vgw	®®~��v}¥ �¶Ó ×KÓ ¶¯ó

u : Ω → ℝ
¹c¿�¿¸5Án¹PºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸'4|¼4¾S¸Hñ

∂u(x) = {Du(x)} ó<ÀWÆn»�È4¸È x 4v»�ñ�·J»�¼C»�ñ�Â÷ ÀW¹~ñ_¼1�~¾S¸5Æu¸ ∂u ¹c¿2¿5¹~ñ�òWÄ�¸ S Å8»WÄ ô�¸`·�4 Du ¹c¿qºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿È�;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ D2u
¹c¿q»+¿5ÂWÁnÁx¸=¼EÆ5¹PºzÁq»�¼EÆ5¹Jù�À�ó

C»�·�À�ñ]Áx¸`»8¿HôFÆu¸:¿È
�j�HI-�$�å�v�`�:�8�u�°�`���°�P�W������C���S�����zµH�W�`�:�8���å�<�W�����=�`���=���<�|�`���<�W�u�=�	«$ ��W�$�`���C���W�`���W�x�8�K�=�S�`�u�=���°�8���n�`���
�<�W�`�u�<�`µH�W���-���S�2�<�W�����=�`���=���<�|µS�u�WµH�=�`�`���<�ò�å�C�u�5�P�=�ç�u���`���C�å�W�`¢z�8�b�|���H�=�`�`���8���q�|�f�S�u���`���S«�Nj��å�=���=�ED
�å�2�u�=�x�8�`¢��`�_�8�j���=�CB	�����`�`���n�8�ò�`���2�`���<�W�CB��8�å�=�S�`�u�=���u�±���j���<�<�S�<�]���]�u�ýµS�u����2�`���2�x�8���]�`���<�W�u�=���
�C�_�8�n�å�J�W�=�`�_�8���JB����<�<�����z���`���zµS���+�<�W�u�W���c�8�CB��8�|�`���+�<�W�����=�`���=���<�J��� »4���~¾HD$�C�S���u�Q���z�`�:�8�u�<�Q�8���
µS�u����<�+����Q��S���u�<�=�`���W��À-« �-« �-«,A½� »4�����~¾$�å�|�P�W������ª�`���|���`�_�8�K�<�W�����=���`���W�	�8���S�=���W�`���S�z�MB ∣�∣ �`���|�u�W�:�8����8�`�c�8�`���W���8�°� »4�u��8�Y�`DH�u�<�`µb«±�x�8�`�`�bIF�`DH���<�=�u�W�õ�C���8�����<�5¾v�q��W�`�S�u�

�
«Ü³°���2�`���<�W�u�=� �`�:�8�u�<�]�H�=���� ���

���+���W�=�|�<�W���:�8�����<�	����³°���<�W�u�=�¿À-« �z�8�1J� � «
���=�Mw5vg��  �¶Ó�TqKÓ �r¸=¼

Ω
Ãu¸�»�ñ�À ÷ ¸Hñ]»�ñ�·zºuÀ�ñ�ÅW¸Cùn¿Hô�Ã:¿¸=¼òÀ�ó

ℝ
n »�ñ�·2Ä�¸=¼ B Ãu¸�»2Áq»EùW¹4Áq»WÄ_ÁqÀ�ñ�À�¼�À�ñH¸

óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ�¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼
Ω ⊂ Dm(B)

È��r¸=¼
B"

Ãu¸f¼4¾S¸2» ÷�÷ Æ`ÀEùW¹4Áq»�¼E¹PÀ�ñS¿ZòW¹4ÅW¸Hñ,¹~ñ(Õ2¸X6,ñ�¹E¼E¹PÀ�ñ�M-È�´8È ð ¾S¸Hñ54¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�ò ÷ Æ`À ÷ ¸5Æ=¼E¹�¸:¿�¾-ÀWÄ�·�È
F ¹ G

B"
¹c¿n»

1/"
õ%�~¹ ÷ ¿<º5¾�¹E¼ÔRnÁq»EùW¹4Áq»WÄrÁqÀ�ñ�À�¼�À�ñH¸ óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ!À�ñ

ℝ
n ó<ÀWÆz¸5ÅW¸5Æ5Â " > 0

È$;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ'4v¹ ó
B = Du

4ò¼4¾S¸Hñ
B" = Du"

ó<ÀWÆ�¼4¾S¸2ºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸ óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

u"(x) := inf
y∈ℝn

{
u(y) +

1

2"
∣x− y∣2

} »½�L��¾

F ¹4¹ G
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¾-»WÅW¸q»&ñ�»�¼ôFÆ`»WÄr¿=¼EÆHôSº<¼ôFÆu¸x»8¿f¹~ñ_¼½¸½ò�¸5ÆnÆu¸`º<¼E¹ 6å»�Ã5Ä�¸qº�ôFÆ5Æu¸Hñ_¼4¿'4|»�ñ�·
ΓB" Ω× ℝ

nºuÀ�ñ�ÅW¸5Æ½ò�¸:¿z¼�À
ΓB Ω× ℝ

n ¹~ñ,¼4¾S¸Ü¿¸HñS¿¸fÀ�ófº�ôFÆ5Æu¸Hñ_¼4¿n»8¿ " ↓ 0
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Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t), x, t)] + g(u(x, t), x, t) = 0
���

Ω ⊂ ℝ
2.
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�C���=�u�f�`����Ô��TI

f
�8���	�`���2�u�W�S�u�<���u�=�`�

g
�8�u�f�`�SµSµH���u�<�	�u�x�H���=���W�S�����`�q�F�W�`��D���« ��«

f ∈ C2(ℝ×
ℝ×ℝ

+)
�`���u�ý�`�_�8�å���ò���å�`�`�`���=�`�JBx�<�W�����HI

fuu(., x, t) > 0
�P�W�R��IS�<�

(x, t)
�8���

g ∈ C1(ℝ×ℝ×ℝ
+)
«
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g
���ò�8���u�=���H¾5«

�j�å�u�=�x�8�`¢��<�J���J�`���j�����`�u�F�-���=�`���W�	�å�Ü��8�S���W�|�HI-µH�<�=�°�u�2�_�<���Ü�����W�_�8�b�=�c�W�u�`����8�K�u�W���S�`���W�	�=���=�J�Y���å�
�8�u�Ü���F�W¢F���S�x�8�v�`���Ü�<�W���u�=�`���8�`���W���c�<�"�

Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t))] = 0
���

Ω ⊂ ℝ
2.

»½�g��¾
�C���`�x�`�q�F�W�`�z���S���`�c�8�����8�:���8���q�<�W�����HI²Ô��TI2�E�S���=�`���W�b«$³°�����ED��MBn�`���v�=�c�W�u�`����8�S�u�<�`�S���u�ò�W�z�MBFµH�=�`�H�W�����
�<�W���u�=�`���8�`���W�!�c�<�v�f��������¢F����C�!�`�_�8���C���`�Q�J�`�S���:�8�S���x�S�H���S���`���W���8�C�å��8¢ �u�W���S�`���W�Q�8���!�s�E�u�=���`���
�����`�u�F�-���=�`���W���8�å�8�,�W�-�z���u�`���S�������OB��<�W���-���`���W��D��`���f�u�8�½��8�����<�]�=���`�u�WµMB]�<�W���-���`���W��D��`���f�HI-���`�u�=���<�2�8���
�`���|�S�S� º����=���<�u�°�8�~�8� ¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Â2¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ��8�r�º��_�8�`���W����»½�g��¾å�8��� »½�L��¾ò�8�u�Ü�W�u�`�S�u�<�K«~³°���j�u��W�S�=�å�`�_�8�
���z�����u�=�u�<�`�u�<�¨�u�,�_�<�����]�H�=�`�u�=�q����=�`�F���=�*�W���`���<�u�+�u�WµS���<�q��8���<�W���`�S���q�`���ý�P�W������C���S� �����u�=�:�8�`�S�u�
 �TD5� � D$�T��D$�L� � «ç ����u�`�`�JBý�å���S�H�����Ü�`�����`µ_�W�<�Ü�8�ç�W�-�z���u�`���S�����u�W���S�`���W���E�
2��@?�t�|¯u}|~w	tÒªKÓ�5Ó ð ¾S¸��=���`�u�WµMB+�u�W���S�`���W� u(x, t) À�ó±¼4¾S¸f¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñ F O@OPGn¹c¿Ü»nÄ�Àºu»WÄ4Ä Âq¹~ñ_¼½¸½òWÆ`»�Ã5Ä�¸�óHô�ñ�º�õ¼E¹PÀ�ñ��~¾�¹Pº5¾ý¿<»�¼E¹c¿X6°¸:¿�¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�ò ÷ Æ`À ÷ ¸5Æ=¼E¹�¸:¿�9
K�È EbÀWÆ2»WÄ ÁqÀ8¿=¼å»WÄ4Ä

t ∈ [0,∞)
¼4¾S¸2À�ñH¸Hõ�¿5¹P·�¸`·ýÄ ¹4Án¹E¼4¿

u(x+, t)
»�ñ�·

u(x−, t) ¸CùW¹c¿=¼5ó<ÀWÆf»WÄ4Ä x ∈ ℝ
È

M-È
u(x, t)

¿<ÀWÄ ÅW¸:¿2¼4¾S¸nÃ`»WÄ�»�ñ�º:¸z¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñ F O@OPGz¹~ñ]¼4¾S¸Ü¿¸HñS¿¸2À�óf·W¹c¿=¼EÆ5¹�ÃHô-¼E¹PÀ�ñS¿È
OFÈ EbÀWÆ2»WÄ ÁqÀ8¿=¼å»WÄ4Ä

t ∈ [0,∞)
»�ñ�·Zó<ÀWÆf»WÄ4Ä

x ∈ ℝ
�å¸Ü¾-»WÅW¸f¼4¾-»�¼

u(x−, t) ≥ u(x+, t).
»½�L��¾

) �� ¦��v��ÒªKÓ¯� »9�|�]�W�-�z���u�`���S�������OB	�<�W���-���`���W�	¾ Ó �f¸5Æu¸'4ç¿<ÀWÁx¸�Æu¸5Áq»WÆ`ú¿2»WÆu¸"ñH¸u¸`·�¸`·z9
∙ ç À�¼½¸	¼4¾-»�¼,ó<ÀWÆ]¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñS¿ F O�Q�Gw�å¸�ºu»�ñ�¼�»gú�¸�¼4¾S¸(�å¸5Ä4Ä õ9ú}ñ�À���ñÅ&°Ä�¸5¹~ñ�¹¯ú!¸:¿=¼E¹4Áq»�¼½¸�»8¿�¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Âº=Æ5¹E¼½¸5Æ5¹PÀ�ñ54�¹�È4¸È�» ·W¹c¿=¼EÆ5¹�ÃHô-¼E¹PÀ�ñ�»WÄò¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ

u(x, t)
À�ó F O�Q�G]¹c¿J»�ñ�¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Â]¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ ÷ Æ`ÀWÅ¹P·�¸`·

¼4¾-»�¼�9
u(x+ z, t)− u(x, t) ≤ C̆

t
z,

ó<ÀWÆf»
C > 0

»½�LÀ�¾
¾-ÀWÄ�·8¿,ó<ÀWÆ2»WÄ4Ä

t > 0
4
x, z ∈ ℝ

�~¾S¸5Æu¸
z > 0

Èe��À��å¸5ÅW¸5Æ+�å¸2ºu»�ñ$ñ�À�¼Cºu»�ñ$ñ�À�¼C¸Cù ÷ ¸`º<¼v¼�Àz¾-»WÅW¸2¼4¾S¸
¿<»WÁx¸|¹~ñH¸Cö�ôS»WÄ ¹E¼EÂ ó<ÀWÆ±¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñ F O@OPGL4$Ãu¸5Ä�À��¨¹~ñ ð ¾S¸`ÀWÆu¸5ÁèOFÈ�é��å¸v¿=¼�»�¼½¸j»�ñ�· ÷ Æ`ÀWÅW¸±»��å¸`»gú�¸5Æ�ÃHô-¼ô�¿¸~óHôFÄ�À�ñH¸Hõ�¿5¹P·�¸`·	¸:¿=¼E¹4Áq»�¼½¸È

∙ ®z¸Ü¾-»WÅW¸�»Hô�¿=¼ç¹~ñ_¼EÆ`À·�ôSº:¸`·+¼4¾S¸2¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Â+ºuÀ�ñ�·W¹E¼E¹PÀ�ñÌó<ÀWÆfÃ`»WÄ�»�ñ�º:¸fÄ�»��~¿7�$¹E¼4¾ý¿=¼EÆ5¹Pº<¼EÄ ÂxºuÀ�ñ�ÅW¸Cù�ø ôLù�È¯ ¹~ñ�º:¸²�å¸²�$¹4Ä4Ä|·�¸`»WÄÜ¸5ÅW¸HñT�$¹E¼4¾¨ÁqÀWÆu¸&ò�¸HñH¸5Æ`»WÄ=ø ôLù&óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñS¿
f
F ¹�È4¸È/ºuÀ�ñ�ÅW¸CùW¹E¼EÂ¨À�ó

f
Áq»WÂ

º5¾-»�ñ�ò�¸,ºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä Â!Áq»�ñ�Â ¼E¹4Áx¸:¿�Gw�å¸	Æu¸5Áx¸5ÁxÃu¸5Æ�ó5Æ`ÀWÁ ¼4¾S¸(�òÀWÆ`ú¿]À�óVÂSÀWÄ ÷ ¸5Æ=¼z»�ñ�·*ê�ÆHô@RHúWÀWÅN4
¼4¾-»�¼°»qÄ�Àºu»WÄ4Ä Âx¹~ñ_¼½¸½òWÆ`»�Ã5Ä�¸ óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

u : ℝ× ℝ
+ → ℝ

¹c¿�»�ñ ¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Âq¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ,¹ ó
∫ ∫

{∣u− k∣�t + sgn(u− k)(f(u)− f(k))�x}dxdt ≥ 0
»½���L¾

ó<ÀWÆJ¸5ÅW¸5Æ5Â ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼
k
»�ñ�· ¸5ÅW¸5Æ5Â

C1 óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ � ≥ 0
�$¹E¼4¾�ºuÀWÁ ÷ »�º<¼j¿Hô ÷�÷ ÀWÆ=¼�ºuÀ�ñ_¼�»W¹~ñH¸`·�¹~ñ

ℝ× ℝ
+ È�EbÀWÆfºuÀ�ñ�ÅW¸Cù�ø ôLù�¸:¿$�å¸Ü¾-»WÅW¸f¼4¾S¸n¸Cö�ôF¹4Å8»WÄ�¸Hñ�º:¸xÃu¸=¼º�å¸u¸Hñ »½�LÀ�¾f»�ñ�·(»½���L¾È
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³°�S�u�W�S�����W�S��®ò�_�8µS�u�=�¬���å���`�_�8���j�S�=���W�u���`�����=���`�u�WµMB��u�W���S�`���W���MB
u(x, t)

�8�����å���`�_�8���|�C�`���u�
u(x+, t)

�8���
u(x−, t) �P�W�C�`�����W���5�½�`���S�<�J�����z���u�|�8� u(., t) »P�8���u�z�S�=���W�u�<�	�MB uR �8���

uL
¾5«å®ò����8�`�JB�D

�W�J�`���F�u¢-�å���°���W���S�°�`�_�8�
uR ∕= uL

«�A½�å���å���zµH�W�`�:�8���v�u�2���W�u�j�`�_�8�C�å�j�C�����H�H�±�S��8�����S�z�C���`�J�=���`�u�WµMB
�u�W���S�`���W���

u(x, t)
DW�C�S���u�n�H�=���W�S�±�u�|�`���°�`µ_�W�<�

BVloc(Ω)
�8���2�`���u�n�`�_�8���P�W�~�=���=�CB

t > 0
�`���ç�E�S���=�`���W�

u(., t)
�H�=���W�S���j�u�

BVloc(ℝ)
«|�]�W�u�<����=�ED��å�f�C�������u�<�`�`�`���=�±�W�S�Ü�8�_�8�JB-�`���j�W�����F�F���u�=µS�u�<�u�=���:�8�`�����n�8�

�u�W���S�`���W���ç�8���2�`���=��DW�S���S�=�$�W�S�~���S���`�c�8�-�MBFµH�W�`���<�`���~�å�ò�P�W������Q�`���å�å�W�`¢-�$�8���Ü�s�P�=�`�q���+»�J�E� � D� � ��� D� �T� � ¾
�����F���S���8�������`�u�F�-���=�`���W���u���`���J�`���<�W�CB¨�8�±���=���=�:�8���J¸�<���u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�J�8���¨�u�<��8�������S�!���=�u�	�u�W�q�
�u�<�`�S���u�ED-�C�S���u���å���`�_�8���b���u�±���J�`�����u�º����=��«
2��@?�t�|¯u}|~w	t ªKÓ ªKÓ Çë�~¹ ÷ ¿<º5¾�¹E¼ÔRnºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿zº�ôFÆ5ÅW¸ �(t) 4C·�¸X6,ñH¸`·	À�ñ!»�ñ�¹~ñ_¼½¸5Æ5Å8»WÄ I ⊂ ℝ

+ 4å¹c¿2ºu»WÄ4Ä�¸`·»+�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���+¹ óÜ¹E¼~¿<ÀWÄ ÅW¸:¿
�̇(t) = fu(u(�(t), t), �(t), t)

¹~ñ,¼4¾S¸±¿¸HñS¿¸2À�ó Eç¹4Ä ¹ ÷�÷ ÀWÅ7µ�Mzé£¶'4�ñ�»WÁx¸5Ä Â

�̇(t) ∈ [fu(u(�(t)+, t), �(t), t), fu(u(�(t)−, t), �(t), t)]
»½�L©�¾

ó<ÀWÆf»WÄ ÁqÀ8¿=¼å»WÄ4Ä
t ∈ I

È
S B��`���n�`���<�W�CB]�8�°�W�u�-���_�8�CB,�-�bGK�=�u�=���`�c�8�ò�º��_�8�`���W���Ü�C���`� �-���u�<�W���`�������W���f�`�������õ���_�8��� �`���S�n����¢���»½�L©�¾
»E�u�<�� �L© � ¾HDF�å�j¢F������`�_�8�C�`�S�u�W�S���J�=���=�CBµ��IS�<�ýµH�W�����

(y, �) ∈ ℝ×ℝ
+ µ_�W�u�u�<�C�8�°����W�`�°�W���±�u�_�8�:�W�5��u�=�`���`�`����«�F �f�S�=���W�u�2�q�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���n�=���`���=�|�MB

�(t)
�W�|�MB

�(t; y, �)
�C���=���`����µH�W�����

(y, �)
�f���`�

�H�x�`µH�<�=�b�_�<�K«7·$���=�CB �`�:�}P`�<�=�u�W�CB ���2�<�W�T�����<���H�=�½�å�<�=���	�x�}I-���x�8�C�8���Q�	�z���S���x�8�C�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���
»4���W�j���<�<�<�u�:�8�`���JB��-���`�`�����=�H¾5«j�]�W�u�<����=�ED��`���2�`µH�<�<���8�å�q���=���=�:�8���J¸�<�,�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���n���|���W�|�E�u�<�2�8���
�q�W�u��µS�u�<�=���u�=�JB+�MBJ³°���<�W�u�=�Í�-«J������ � �L� �z�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���2�=���`���=�|µS�u�Wµ_�8���8�u�2�8�|�`�����=�c�W�u�`����8�r�`µH�<�<�
�W�|�8�|�`���F�u¢+�`µH�<�<�K�
���=�Mw5vg��  ªKÓJÁ�Ó �r¸=¼

� : I → ℝ
Ãu¸n»ýº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹PºsÈ ð ¾S¸Hñ²ó<ÀWÆf»WÄ ÁqÀ8¿=¼°¸5ÅW¸5Æ5Â t ∈ I

�̇(t) =

{
fu(u(�(t)±, t), �(t), t),

¹ ó
u(�(t)−, t) = u(�(t)+, t) I

f(u(�(t)+,t),�(t),t)−f(u(�(t)−,t),�(t),t)
u(�(t)+,t)−u(�(t)−,t) ,

¹ ó
u(�(t)−, t) > u(�(t)+, t)

È

� Ã`»�ºHúL�ò»WÆ`· F ó<ÀWÆH�ò»WÆ`·HG	º5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pºq�`�u�W�S�����8�MB]µH�W�����
(y, �) ∈ ℝ × ℝ

+ DK���f�+�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`��� ��S�H�����<���W�
[0, � ]

»4�u�<�`µH�<�=�`�����=�JB
[�,∞)

¾��C���`�
�(�) = y

«�F �ý��8����ò�¸Hñ$ôF¹~ñH¸J�	�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���
�(t)�`���u�	�`�_�8�

u(�(t), t) = u(�(t)+, t)
�P�W�|�8���q���`�|�=���=�CB

t
«

�°�f�`�S���fµH�W�����ED��å�x�������ý�J�����`�2�8�CµS�u�WµH�=�`�`���<�n�8�C���=���=�:�8���J¸�<�Q�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�n�8�|�=���`�u�WµMB!�u�W���S�`���W���
u(x, t)

�P�W�n�`���ý�_�8�c�8���<�+�c�<�v��»½�L��¾5«¦A½��®ò�_�8µS�u�=�Ï�TD$�å�J�`�_�8���°�x�8¢��ý���u�ý�8�j�`���<�u�+³°���<�W�u�=�q�q�8���
��� µ_�8�`�`���=�S�c�8�n�8�°�`�����j�8�½�=�u���u�`���S�	µS�u�WµH�=�`�OB �8�v³°���<�W�u�=� �-« ��Dr�u�JµS�u����q�`���

SBVloc
�u�=���S�c�8�`���OB �8�

u(x, t)
«

���=�Mw5vg��  ªKÓ¯Ê¶Ó �r¸=¼
�(.)

Ãu¸±»�ò�¸HñH¸5Æ`»WÄ ¹�Rs¸`·xº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pºzó<ÀWÆ F O@OPGL4$»8¿:¿<Àº=¹P»�¼½¸`·��$¹E¼4¾z¼4¾S¸±»�·WÁn¹c¿:¿5¹�Ã5Ä�¸
¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ

u
4e�~¾�¹Pº5¾,¹c¿"ò�¸Hñ$ôF¹~ñH¸xÀ�ñ

I = [a, b]
È ð ¾S¸HñQ¼4¾S¸5Æu¸z¹c¿q» C1 óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ v ·�¸X6,ñH¸`·]À�ñ I ¿HôSº5¾¼4¾-»�¼�9

K�È
u(�(a)−, a) ≤ v(a) ≤ u(�(a)+, a)

4
M-È
u(�(t)−, t) = v(t) = u(�(t)+, t)

45ó<ÀWÆ
a < t < b

4
OFÈ
u(�(b)−, b) ≥ v(b) ≥ u(�(b)+, b)

È

�L�



Ö XgÜ ^ _JÜMXL× \�Ø�V�Ü¥×b_JÜMX�¤gY Æ aH¤�× ¤gY Ù<¤�× ¤LÜ�aHX+Úl¤�Û1¡

E¶ôFÆ=¼4¾S¸5Æ5ÁqÀWÆu¸'4 F
�(.), v(.))

¿<»�¼E¹c¿~ó5Âq¼4¾S¸2º=Ä�»8¿:¿5¹Pºu»WÄ�º5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pºq¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñS¿
{
�̇(t) = fu(v(t), �(t), t)
v̇(t) = −fx(v(t), �(t), t) − g(v(t), �(t), t)

»½�L��¾

À�ñ
(a, b)

ÈC¶`ñ ÷ »WÆ=¼E¹Pº�ôFÄ�»WÆ'4 � ¹c¿�»
C1 óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ�À�ñ I È

) �� ¦��v��ÙªKÓ ÕKÓ ¶`ñ�µ�M`K�¶'4ç¼4¾S¸�ò�¸HñH¸5Æ`»WÄ ¹�Rs¸`·Jº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹PºzÀ�ó ð ¾S¸`ÀWÆu¸5ÁìOFÈÔíq¹c¿�»8¿:¿HôFÁx¸`·ý¼�À+Ãu¸wî�¿:¾-ÀºHú}õ
ó5Æu¸u¸lî`Èz¶`ñ�¾S¸5Æu¸��å¸2¿=¼�»�¼½¸z¼4¾S¸ ð ¾S¸`ÀWÆu¸5Á¹ó<ÀWÆ�ò�¸Hñ$ôF¹~ñH¸xº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº+Ãu¸`ºu»�ô�¿¸Ïô�ñ�·�¸5Æq»�ñ�» ÷�÷ Æ`À ÷ Æ5¹P»�¼½¸ñ�ÀWÆ5Áq»WÄ ¹�R»�¼E¹PÀ�ñ54~¼4¾S¸�ñ�À�¼E¹PÀ�ñS¿±À�ó�î�¿:¾-ÀºHú}õ ó5Æu¸u¸lî|»�ñ�·Uîò�¸Hñ$ôF¹~ñH¸lîC»WÆu¸f¸Cö�ôF¹4Å8»WÄ�¸Hñ_¼½È ð ÀqºuÀ�ñ�º=Ä ôS·�¸�9B�å¸Üºu»WÄ4Ä�`���F�u¢��P�E�u�<�+»ýº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº

�(t)
¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼

u(�(t)−, t) = u(�(t)+, t)
ó<ÀWÆf»WÄ ÁqÀ8¿=¼°¸5ÅW¸5Æ5Â

t
È

���=�Mw5vg��  ªKÓ~È	Ó
D ¹4ÅW¸Hñ�»e6�ù�¸`· ÷ ÀW¹~ñ_¼ (y, �) ∈ ℝ× ℝ
+ �å¸Ü¾-»WÅW¸f¼4¾-»�¼�9

K�È ð ¾�Æ`À�ôLò8¾ (y, �) ÷ »8¿:¿q»JÁn¹~ñ�¹4Áq»WÄ~»�ñ�·	»JÁq»EùW¹4Áq»WÄòÃ`»�ºHúL�ò»WÆ`·,º5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº+·�¸Hñ�À�¼½¸`·�4vÆu¸:¿ ÷ ¸`º�õ¼E¹4ÅW¸5Ä Â�4zÃ5Â
�−(t)

»�ñ�·
�+(t)

È ð ¾S¸Jº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº5¿ �−, �+ : [0, � ] → ℝ
»WÆu¸Ïò�¸Hñ$ôF¹~ñH¸	»�ñ�·

»WÆu¸�¼4¾S¸ý¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñS¿	À�ó	¼4¾S¸*&<Õ �ò¿ F O@ïPG*�$¹E¼4¾Q¼4¾S¸�ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�ò�¹~ñ�¹E¼E¹P»WÄCºuÀ�ñ�·W¹E¼E¹PÀ�ñS¿�9
�−(�) = y

4
v−(�) = u(y−, �) »�ñ�· �+(�) = y

4
v+(�) = u(y+, �)

È
M-È F ç À�õõº=Æ`À8¿:¿5¹~ñ�òzÀ�ójº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº5¿�G�È ð �òÀ�ò�¸Hñ$ôF¹~ñH¸±º5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº5¿jÁq»WÂ�¹~ñ_¼½¸5Æ:¿¸`º<¼$À�ñ�Ä Ân»�¼�¼4¾S¸5¹4Æ¸Hñ�· ÷ ÀW¹~ñ_¼4¿È
OFÈ EbÀWÆ

� > 0
¼4¾�Æ`À�ôLò8¾

(y, �) ÷ »8¿:¿¸:¿°»Zô�ñ�¹½ö�ô�¸5ó<ÀWÆH�ò»WÆ`·±º5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹PºsÈ:E¶ôFÆ=¼4¾S¸5Æ5ÁqÀWÆu¸'4b¹ ó u(y+, �) <
u(y−, �) 4å¼4¾S¸Hñ u(�(t)+, t) < u(�(t)−, t) ó<ÀWÆf»WÄ4Ä t ∈ [�,∞)

È

�zçXW Y 2,8`ð@�ìO:,85:¹ìO2,8lñzë�\K6Oì½?�]ò¸�3�ê0?@[,8=�<\K6�\K2R/T8Ò6�\�4ôó ���#õ
�j�ò�q�=���`���W���<�	�8�H����±�8���W�`���=�°µS�u�W�S���=��D-�-���|�u�f�`���|µS�u�<�u�=���<�j�8�r�`���j�u�W�S�u�<�|�u�=�`� �8���ý�8�b�`���

(x, t)�S�=µH�=���S�=���<�LD����~�`�_�8�~�P�W�ç�º��_�8�`���W���+»½�L��¾��`���+�|���=���S��¢n�<�`�`���x�8�u��»½�LÀ�¾��`�u�Wµn�u�±�H�å�`�`����«~�]�W�u�<����=�ED��`���
�|���=���S��¢��<�`�`���x�8�u�f��8�S���W�j�H���:�8¢��=�,�W�j�=���`�u�WµMB]�=�`���u�=�`���W�b«�F��_�8�|�å�2��8�]�S��D_���|�u�������]�q�`�S���:�8�S���
���=���=�:�8���J¸s�8�`���W�,�8�~�`�S���v�<�`�`���x�8�u�LDS��« ��«$�å�Ü�C�����bµS�u����Ü���`���S�q�`���±���=���=�:�8���J¸�<�]�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�|�`�_�8�E�
���=�Mw5vg��  ªKÓ §KÓ �r¸=¼

f ∈ C2(ℝ × ℝ × ℝ
+)

Ãu¸J»�ø ôLùÌóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñQ¿HôSº5¾!¼4¾-»�¼
fuu(.) > 0

È��r¸=¼
g ∈

C1(ℝ×ℝ×ℝ
+)

Ãu¸�»f¿<À�ôFÆ`º:¸�¼½¸5Æ5Á »�ñ�·2Ä�¸=¼
u ∈ L∞(Ω)

Ãu¸Ü»�ñ]¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Â2¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ�À�ó±¼4¾S¸ÜÃ`»WÄ�»�ñ�º:¸ÜÄ�»��F O@OPG�È°¶`ñ�»�ñ�Âe6�ù�¸`·+ºuÀWÁ ÷ »�º<¼ò¿¸=¼ K ⊂ Ω
¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿f» ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸2ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼ C > 0

¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼�9

u([x+ z]+, t)− u(x−, t) ≤ Cz, (z > 0).
»~� � ¾

ó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â
(x, t), (x+ z, t) ∈ K

È
Nj��å�=���=�ED��P�W�|�_�8�c�8���<�2�c�<�v�j���|���|���zµH���u�`���S���f�u�x�u�<�<����=���q�<�W���`�:�8���Ü�8�ç�`�����P�W�`�

C = C̆/t
D_�C���=�u�

C
�S�=µH�=���S�Ü�W�S�JB]�W�,�`���2�`���q�z�8���,�W�,�`���n�u�<�<�W���,�S�=�`�����8�`�����z�8�

f
D��<�`�`���x�8�u��»~� � ¾v���Ü�`�Tïx�=���=���Ü�u�

�W�S�:�8���]�8���b�`���Ü�u�=���S�c�8�`���OB����u�<�`�S���u�j�`�:�8�u�<�+���,®ò�_�8µH�=���-«

�zçX� ö ê�3z3�¸"3�¸�÷�[,8$3�ê�85< �zçXø
�j�j���8���W�±�å�n¢F����¬�`���z�<�`�`���x�8�u�0»~� � ¾j�8�°³°���<�W�u�=� �-« ©ý�_�W�Ü���=���=�Ü�H�<�=�,µS�u����<�K«�A½�,�`�S���Ü�u�<�=�`���W�
�å�Ü�`���=�	���u�±�`���Ü���=���=�:�8���J¸�<���u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�|�u�q�W�S�:�8���	�`�_�8�E�
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	t ªKÓ ×KÓ �r¸=¼

f, g
Ãu¸|»8¿C¹~ñx¼4¾S¸°¿=¼�»�¼½¸5Áx¸Hñ_¼�À�ó ð ¾S¸`ÀWÆu¸5ÁùOFÈ�é�4b¹~ñ ÷ »WÆ=¼E¹Pº�ôFÄ�»WÆv¹~ñý»�ñ�ÂfºuÀWÁ ÷ »�º<¼¿¸=¼

K ⊂ Ω
¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼°ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼4¿

C1, C2 > 0
�$¹E¼4¾

∥Df∥L∞(K), ∥D2f∥L∞(K), ∥Dg∥L∞(K) ≤ C1,
»~�$�}¾

�L�



Ö XgÜ ^ _JÜMXL× \�Ø�V�Ü¥×b_JÜMX�¤gY Æ aH¤�× ¤gY Ù<¤�× ¤LÜ�aHX+Úl¤�Û1¡

»�ñ�·
fuu(.) ≥ C2 > 0.

»~�M��¾
¶¯ó
u(x, t)

¹c¿2»�ñ!¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Âx¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ À�óf¼4¾S¸zÃ`»WÄ�»�ñ�º:¸x¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñ F O@OPGL4å¼4¾S¸Hñ�ó<ÀWÆ2»WÄ4Ä " > 0
¼4¾S¸5Æu¸q¸CùW¹c¿=¼4¿n»

ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼
C3 := C3(C1, C2, ") > 0

�$¹E¼4¾

u([x+ z]+, t)− u(x−, t) ≤ C3z, (z > 0)

ó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â 6�ù�¸`·
t ∈ [", 1]

»�ñ�·+ó<ÀWÆf»WÄ4Ä
x ∈ ℝ

�$¹E¼4¾
(x, t), (x + z, t) ∈ K

È

ªKÓ ªKÓ� 0"vg�M����vg�TuEw5v}¥¤¢Ow5vµu}�=�0��vgwKw5¢�w5¢e0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	tlªKÓ ×
²b�=�

t ∈ [", 1]
�H����IS�<�]�8���	�:�8¢��

x ∈ ℝ
�8���

z > 0
�C���`�

(x, t), (x + z, t) ∈ K
«C²b�=�|���j�S�=���W�u�f�MB

�−(s)
�`���Ü�z���S���x�8���_�W�u¢F�°�8�u�]�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���fµ_�W�u�`���S�q�`�S�u�W�S���

(x, t)
�8���J�MB

�+(s)
�`���Ü�x�}I-���x�8�

�_�W�u¢F�°�8�u�	�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`����µ_�W�u�`���S�n�`�S�u�W�S���
(x+ z, t)

D�»4�����`�u��W�J�8�
�−(s;x, t)

�8���
�+(s;x+ z, t)

¾5«
�|�=�C�`���`���S�J�`���Ï�j��·ç�Ï»½�L��¾|�u�=�c�8�u�<���u�ý�`���n���=���S�����q�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<���P�W�

�−(s), �+(s) : [", t] → ℝ�å���W�S�:�8���
{
�̇±(s) = fu(v±(s), �±(s), s)
v̇±(s) = −fx(v±(s), �±(s), s)− g(v±(s), �±(s), s)

»~�M��¾
�C���`�

⎧
⎨
⎩

�−(t) = x
�+(t) = x+ z
v−(t) = u(x−, t) =: u−

v+(t) = u([x+ z]+, t) =: u+

»~�L��¾

�C���=�u�Ü�MBý�`�����W�-�z���u�`���S���Ü�<�W���-���`���W�)»½�L��¾HD
u− > u+

«zF �±�u�<��8���b�`�_�8�C�MBý�`���±���z�=�u���u�`���S�zµS�u�WµH�=�`�OB
�8�~³°���<�W�u�=�¿�-« �f�8���`���±���=���S�������u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�EDS�`���Ü�-���`�:�8���<�±�H�=�½�å�<�=�	�`���j�½�å�q�=�S�`���<�C���°µH���`���`�����
��« ��«

�+(s) > �−(s)
�P�W�v�=���=�CB

s ∈ [", t]
«

ªKÓ ªKÓ¯� � t=�7�R�M{���t�|~{��$®�³,�� ( ¦�
 ��W�v�`���ÜµS�u�F�8�$�8�$�W�S�C�`���<�W�u�=�*�å�Ü�C�����b���u�±�`���±�P�W������C���S�q�u�<�u�S�S����8�����=�z�x�T�
³,�� ( ¦�¦ªKÓ�TqKÓ Çj¿:¿HôFÁx¸f¼4¾-»�¼ò¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿2»ýºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼

C3 > 0
�$¹E¼4¾

u([x+ z]+, t)− u(x−, t) ≥ C3z, (z > 0).
»~�M��¾

ð ¾S¸Hñ,¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿ � := �(C1, C2, ")
�$¹E¼4¾

0 < � < "
»�ñ�·z¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼

v+(s)− v−(s) ≥
C3

16
z, ∀s ∈ [t− �, t].

»~�MÀ�¾
¹ Æ`ÀÀ�óÈ+F ���`�S�H�-���F���S�±�`���ÜµS�u�F�8�~�����u�z�½�å�x�`�u�=µ��E�
�¶uE�M� �5î F �Ü�=�c�8���*�`�_�8�E�
íÌ®~�$|  ªKÓ�5�5Ó �r¸=¼

C3 > 0
Ãu¸q¿HôH��º=¹�¸Hñ_¼EÄ Â�Ã5¹Jò,»�ñ�·,»8¿:¿HôFÁx¸x¼4¾-»�¼j¼4¾S¸5Æu¸	¸CùW¹c¿=¼4¿ý»

� > 0
¿HôSº5¾!¼4¾-»�¼

¹~ñH¸Cö�ôS»WÄ ¹E¼EÂ F Q.³'Gn¾-ÀWÄ�·8¿È ð ¾S¸Hñ54~�å¸Ü¾-»WÅW¸

�̇+(s)− �̇−(s) > 0, ∀s ∈ [t− �, t].

�g�



Ö XgÜ ^ _JÜMXL× \�Ø�V�Ü¥×b_JÜMX�¤gY Æ aH¤�× ¤gY Ù<¤�× ¤LÜ�aHX+Úl¤�Û1¡

A��~�W�S�|�=�c�8��� �å�=�u�����W�C�`�`���LDS�`���=�	���v�å�W�S���	�HI-���`�u�
� ∈ [t− �, t]

�`���u�	�`�_�8�
{
�̇+(s)− �̇−(s) > 0, ∀s ∈]�, t] �
�̇+(�)− �̇−(�) = 0.

»~���L¾

S Bý�`�����º��_�8�`���W���8�~�`���Ü�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<��»½�L��¾�»E�W�Ì»~�M��¾C¾å���°�P�W������v�v�`�_�8�E�

�̇+(�)− �̇−(�) = fu(v+(�), �+(�), �) − fu(v−(�), �−(�), �) =: U(�) +W (�).
»~�M©�¾

³°���Ü�½�å�q�u�=�`�q�C���)»~�M©�¾°�8�u���S�H�����<�]�W�

U(�) := fu(v+(�), �+(�), �) − fu(v−(�), �+(�), �) ≥ C2(v+(�)− v−(�)),
»~�M��¾

�8���
W (�) := fu(v−(�), �+(�), �) − fu(v−(�), �−(�), �) ≥ −C1∣�+(�)− �−(�)∣.

»½� � ¾
³°�����v�MB¦»~�M©�¾HD »~�M��¾HD »½� � ¾v�8���(»~�MÀ�¾HD »~���L¾°�å���W�S�:�8���	�`�_�8�

�̇+(�)− �̇−(�) ≥ C2(v+(�)− v−(�))− C1∣�+(�)− �−(�)∣
»½�T�}¾

≥ C2
C3

16
z − C1z =

(C2C3

16
− C1

)
z.

®ò����8�`�JB±�����`���$�c�W�`�b�����º��_�8�����OBÜ�å�ç�_�<���$���u�<�Ü�`���ç�H�W�S���S�R»~�$�}¾b�8���Ï»~�M��¾5«�QF�C�Y�-�å�ò�u���F���u�
C3 >

16C1
C2

D
�`���=�

�̇+(�)− �̇−(�) > 0
�8���J�`�S���C���C���	�<�W���`�:�W�-���=�`���W�]�C���`�	�`�����S�H���S���`���W�]�8�

�
«

�¶uE�M� �¶î ²b�=�v���v�S�H�����Ü�`���Ü�`���q�

t0 := sup
s∈[t−�,t]

{
s : v+(s)− v−(s) <

C3

16
z
}
.

A��
t0 < t − �

�P�W�f�8�MB
� > 0

�`���=�!�å�q��8���<�W���=�����S�q�`���zµS�u�F�8�CDb�H�<��8���u�z�å�x��8� �`�`���F�c�8���JB �u�=���<�=�
� = �

���(»~�MÀ�¾5« �|�`���=�`�C���u�±�E�u�W�ÍQ��u�=µ(�±�å�Ü¢F������`�_�8�

0 < �+(s)− �−(s) ≤ z, ∀s ∈ [t0, t].
»½�L��¾

�]�W�u�<����=�ED��MBý�`�����S�H���S���`���W�]�8�
t0
�å�Ü¢F����§�=���=�	�`�_�8�

v+(t0)− v−(t0) =
C3

16
z.

»½�L��¾

¤j�`���S�J�`���z�º��_�8�`���W���f�8�å�`���q�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�¬»½�L��¾²»E�W�f�u�<�z�8���u�¦»~�M��¾C¾HDb�`���z�H�W�S���S�Ï»~�$�}¾HD »~�M��¾±�8���
�<�W�zµS�S�`���S�+�W�C���7Q��u�=µ(�LDS�å����8���`�:�8�u�±�`�_�8�C�P�W�v�=���=�CB

s ∈ [t0, t]
���C���W���S�v�`�_�8�E�

∣v̇+(s)− v̇−(s)∣ ≤ 2C1∣v+(s)− v−(s)∣+ 2C1∣�+(s)− �−(s)∣
(52)

≤ 2C1

(
∣v+(s)− v−(s)∣+ z

) »½�g��¾

©$�S�`�`���S�
E(s) := ∣v+(s)− v−(s)∣+ z

�E�u�W� �`���Ü�c�W�`�C�����º��_�8�����OBJ�å�Ü���=�C�u���

Ė(s) ≤ 2C1E(s).

�L�
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³°�����EDS�MB�>j�u�W���°�8����� �j²b�=�z�x�n�å�Ü�_�<�����`�_�8�C�P�W�v�=���=�CB
s ∈ [t0, t]

�

E(s) ≤ e2C1(s−t0)E(t0).
»½�L��¾

®ò���F���`���S�
s = t

�å���W�S�:�8�����

(C3z + z)
(45)

≤ E(t)
(55)

≤ e2C1(t−t0)E(t0)
(53)
= e2C1(t−t0)

(C3

16
z + z

)
.

³°�����ED
t− t0 ≥

1

2C1
log
(16C3 + 16

C3 + 16

)

�8���q���xµ_�8�`�`���=�S�c�8�å�Y�
C3

���ç�S���2�=���W�S���ý�å�|�<�W���=�����S�|�`�_�8�
t− t0 > 0

«~³°�S���ò�q��8���ò�`�_�8�ò�`���=�u�j�HI-���`�u�
� > 0

�`���u�	�`�_�8�
t− � ∈ [t0, t]

�8���J�`���Ü�����º��_�8�����OB¦»~�MÀ�¾å���v�:�8�`�����_�<�K«

ªKÓ ªKÓ ª 0"vgwKw5¢+w5¢e0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	t¤ªKÓ ×
í����E�(�5î ³b�`���F�c�8���JB�DS�Y�~���v���W���S�

u([x+ z]+, t)− u(x−, t) ≤ C3z, (z > 0)

�W�S�vµS�u�WµH���`���`���W�	���C�`�`����«
í����E� �¶î �|�`���=�`�C���u�LDS�å����8���u���F���u�f�8�

� > C3
�C���`�

u([x+ z]+, t)− u(x−, t)
z

= �, (z > 0).

S BJ²b�=�z�x�Ï�-«J� � �`���=�u���HI-���`�u�
0 < � < "

�`���u�	�`�_�8�v�P�W�|�=���=�CB
s ∈ [t− �, t]

�å���_�<�����`���±�P�W������C���S�
�½�å�x�<�`�`���x�8�u�<�E�

0 < �+(s)− �−(s) ≤ z,
»½�LÀ�¾

v+(s)− v−(s) ≥
�z

16
.

»½���L¾
�j��"DS���`���S�q�`���Ü�:�8�q�Ü�u�<�u�S�S� º����<�j�8���J�H�W�S���S�|�W�|�8�H����Ü�å�f�<�W�zµS�S�u�L�

�+(t)− �−(t) =

∫ t

t−�
fu(v+(s), �+(s), s)− fu(v−(s), �−(s), s)ds+ �+(t− �)− �−(t− �)

≥
∫ t

t−�
fu(v+(s), �+(s), s)− fu(v−(s), �−(s), s)ds

≥ C2
��

16
z −

∫ t

t−�
C1∣�+(s)− �−(s)∣ds ≥ C2

��

16
z − �zC1.

»½�L©�¾

Q������<�
z = �+(t)− �−(t)

�å�Ü�u�=�C�`���u�Ï»½�L©�¾C�W�

z(1 + C1�) ≥ C2
��

16
z ⇒ � ≤ 16(1 + C1�)

�C2
,

�8���J�`���=�
u([x+ z]+, t)− u(x−, t) ≤ 16(1 + C1�)

�C2
z, (z > 0)

³°�S���v�<�W���=�����S���`���ÜµS�u�F�8�`«

�LÀ
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þ ÿ ªBÌÍå·Þ�n	k+m���� ª+ä�k��²å�o���ã�ª�n	åÅk+mÌp
�,çOè 	 ìO@�/T3=@�ì½?�] @g3=6Oë�?�ì93=2R@8\K2R:�
(3��<¸�ð�e\�����3�êM<¤ëR6�\
³°�S���j�u�<�=�`���W�����|�S�<�-����8�u�<�]�u�q�`�����`���<�W�CB	�8�,N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�$�º��_�8�`���W���«v ��W�±�q�<�W�zµS���=�u�2�`�S�`����B
�W�	�`�S���v�u�WµS���Ü�å���u�<�-���u�<�=�v�`���Ü�u��W�S�=�|�u�z�`���Ü���W�`�C�����u�=�:�8�`�S�u�L�ç�P�W�j�8�J�����`�u�F�-���=�`���W�]�å�f�`�S�����<�`�C�`���
�P�W������C���S�±�u�5�P�=�u�=���<�<��J� � DM�EÀ�Dg�L� � «=A½�2�`�S���r�å�W�`¢f�å�ò�C�����-�8�E�u�=�n�<�W���`���S�=�zN±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S���º��_�8�`���W���E�

∂tu+H(Dxu) = 0,
���

Ω ⊂ [0, T ]× ℝ
n D »½�L��¾

H(Dxu) = 0,
���

Ω ⊂ ℝ
n D »½À � ¾

�S���S�=�v�`���f�W�u�`�S�zµS�`���W�	�`�_�8�
� �5î ³°���"N±�8�z�����u�W�S�c�8�

H ∈ C2(ℝn)
�:�8�`�����_�<�E�

p 7→ H(p)
���v�<�W�����HI��8���

lim
∣p∣→∞

H(p)

∣p∣ = +∞.

�j�W�u�±�`�_�8�v�`�S���j�W�u�`�S�zµS�`���W�	���v�W���F���W���`�JBý���zµS�����<�	�MB

H ∈ C2(ℝn)
�8���

c−1
H Idn ≤ D2H ≤ cHIdn

�P�W�v�u�W�q�
cH > 0

« »½ÀT�}¾
�]�W�u�<����=�EDb�W�|���j���j�å�=���Y��¢F����C��DH�S���S�=�±�`���n�W�u�`�S�zµS�`���W�¤»½ÀT�}¾�DH�8�MB	�F���u�<���`���OB��u�W���S�`���W�

u
�8��»½�L��¾C���

���F��8���JBý�u�=�z���<�W����<���Ü���
x
«$�]�W�u�jµS�u�<�=���u�=�JB�D-�P�W�C�=���=�CB

K ⊂⊂ Ω
�`���=�u�±���v�2�<�W���`�:�8���

C
»E�S�=µH�=���-���S�

�W�
K,Ω

�8���
cH
¾å�`���u�	�`�_�8�v�`���±�E�S���=�`���W�

x 7→ u(t, x)− C∣x∣2 ���C�<�W����<���f�W� K «

F �Ü�C�����K���`�_�8���JBJ�<�W���`���S�=�
Ω = [0, T ]× ℝ

n ���(»½�L��¾C�8���	�<�W�SµS���Ü���v�C���`�J�`���Ü���S���`�c�8�r�<�W���-���`���W�

u(0, x) = u0(x)
»½ÀL��¾

�S���S�=�v�`���f�W�u�`�S�zµS�`���W�	�`�_�8�
� �¶î ³°���Ü���S���`�c�8�r���8�:�

u0 : ℝ
n → ℝ

���v²K��µ��u�u�S���C¸2�<�W���`�������W���Ü�8���+�H�W�S���S�<�K«
2��@?�t�|¯u}|~w	t>Á�Ó� »~�j���u�<���`���OB	�u�W���S�`���W�	¾ Ó Ç Ã`À�ô�ñ�·�¸`·�4�ô�ñ�¹ ó<ÀWÆ5ÁnÄ Â+ºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿RóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

u
¹c¿2ºu»WÄ4Ä�¸`·�»

�F���u�<���`���OB+�u�W���S�`���W�¨À�ól»½�L��¾ F Æu¸:¿ ÷ È�»½À � ¾�G ÷ Æ`ÀWÅ¹P·�¸`·J¼4¾-»�¼
K�È
u
¹c¿n»��F���u�<���`���OB��`�S���u�W���S�`���W��À�ó »½�L��¾ F Æu¸:¿ ÷ È&»½À � ¾�G@9Ró<ÀWÆq¸`»�º5¾ v ∈ C∞(Ω)

¿HôSº5¾,¼4¾-»�¼
u − v¾-»8¿2»qÁq»EùW¹4Á²ôFÁ »�¼

(t0, x0)
F Æu¸:¿ ÷ È x0 GL4

vt(t0, x0) +H(Dxv(t0, x0)) ≤ 0
F Æu¸:¿ ÷ È H(Dv(x0)) ≤ 0

G I
M-È
u
¹c¿�»ý�F���u�<���`���OBý�`�SµH�=�u�u�W���S�`���W�¨À�óÒ»½�L��¾ F Æu¸:¿ ÷ È�»½À � ¾�G@9�ó<ÀWÆf¸`»�º5¾ v ∈ C∞(Ω)

¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼
u− v¾-»8¿2»qÁn¹~ñ�¹4Á²ôFÁ*»�¼

(t0, x0)
F Æu¸:¿ ÷ È x0 GL4

vt(t0, x0) +H(Dxv(t0, x0)) ≥ 0
F Æu¸:¿ ÷ È H(Dv(x0)) ≥ 0

G�È
¶`ñ�»�·�·W¹E¼E¹PÀ�ñ54B�å¸q¿<»WÂ]¼4¾-»�¼

u
¿<ÀWÄ ÅW¸:¿ý¼4¾S¸*±$»�ôSº5¾�Â ÷ Æ`À�Ã5Ä�¸5Á »½�L��¾Hõ�»½ÀL��¾ýÀ�ñ

Ω = [0, T ] × ℝ
n ¹ ó »½ÀL��¾

¾-ÀWÄ�·8¿�¹~ñ]¼4¾S¸2º=Ä�»8¿:¿5¹Pºu»WÄK¿¸HñS¿¸È

���
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���=�Mw5vg��  Á�Ó¯� »E³°����Nj�Wµ-�4�½²r�}Iq�P�W�`�f�S�c�n�W�ò�F���u�<���`���OBx�u�W���S�`���W�	¾ Ó ð ¾S¸�ô�ñ�¹½ö�ô�¸±Å¹c¿<ºuÀ8¿5¹E¼EÂ2¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ]À�ó¼4¾S¸�¹~ñ�¹E¼E¹P»WÄ õ½Å8»WÄ ô�¸ ÷ Æ`À�Ã5Ä�¸5Á »½�L��¾Hõ�»½ÀL��¾Ü¹c¿ZòW¹4ÅW¸Hñ!Ã5Âý¼4¾S¸"��À ÷ óHõ%�b»EùZó<ÀWÆ5Á²ôFÄ�»

u(t, x) = min
y∈ℝn

{
u0(y) + tL

(x− y

t

)}
(t > 0, x ∈ ℝ

n),
»½ÀL��¾

�~¾S¸5Æu¸
L
¹c¿�¼4¾S¸"�r¸½ò�¸Hñ�·WÆu¸2¼EÆ`»�ñS¿~ó<ÀWÆ5Á À�ó

H
9

L(q) := sup
p∈ℝn

{p ⋅ q −H(p)} (q ∈ ℝ
n).

) �� ¦��v��-Á�Ó ªKÓ Õ�ô�¸+¼�À,¼4¾S¸x¿=¼EÆ5¹Pº<¼�ºuÀ�ñ$ñH¸`º<¼E¹PÀ�ñ�Ãu¸=¼º�å¸u¸HñªÀ�ñH¸Hõõ·W¹4Áx¸HñS¿5¹PÀ�ñ�»WÄ°ºuÀ�ñS¿¸5Æ5Å8»�¼E¹PÀ�ñ�Ä�»��~¿+»�ñ�·
÷ Ä�»�ñ�»WÆ ��»WÁn¹4ÄY¼�À�ñ$õ��F»�ºuÀ�Ã5¹°¸Cö�ôS»�¼E¹PÀ�ñS¿'4°»q¿HôF¹E¼�»�Ã5Ä�¸�ÁqÀ·W¹ 6åºu»�¼E¹PÀ�ñ�À�ó�¼4¾S¸ ��À ÷ óHõ%�b»EùZó<ÀWÆ5Á²ôFÄ�» F ³�OPGxºuÀ�ôFÄ�·
Ãu¸n·�¸5Æ5¹4ÅW¸`·+¼�Àe6,ñ�·ý»qÆu¸ ÷ Æu¸:¿¸Hñ_¼�»�¼E¹PÀ�ñ�ó<ÀWÆ5Á²ôFÄ�»Zó<ÀWÆ2¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Âq¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñS¿fÀ�ó F O�Q�G�È°¶`ñ,¼4¾S¸ÜÄ ¹E¼½¸5Æ`»�¼ôFÆu¸2¹E¼�� ¿
»WÄ ¿<À�ú}ñ�À���ñ »8¿ �b»Eù�õ'&°Ä�¸5¹~ñ�¹¯ú�ó<ÀWÆ5Á²ôFÄ�» F ¿¸u¸,ó<ÀWÆÜ¹~ñS¿=¼�»�ñ�º:¸ ¯ ¸`º<¼E¹PÀ�ñwOFÈ Q�È�M+À�óBµ�M¥í�¶�G�È
A½�Q�`���ý���HI-�z©$�u�WµH���`���`���W�¨�å�J�<�W�����<�=�q�u�W�q�+µS�u�WµH�=�`�`���<�z�8�j�`���ý�F���u�<���`���OB��u�W���S�`���W���S�H�����<�Q�MB!�`���
Nj�Wµ-�4�½²r�}Iý�P�W�`�f�S�c�T�
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	tÒÁ�ÓJÁ�Ó �r¸=¼

u(t, x)
Ãu¸2¼4¾S¸�Å¹c¿<ºuÀ8¿5¹E¼EÂz¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ�À�ól»½�L��¾`õ�»½ÀL��¾2»�ñ�·ý·�¸X6,ñH¸`·JÃ5Â(»½ÀL��¾'4ç¼4¾S¸Hñ

F ¹ G������������ �"!#��$#%&�"'�(��)� �*� +�,BEbÀWÆ2¸`»�º5¾
x ∈ ℝ

n »�ñ�· 0 ≤ s < t ≤ T
4~�å¸Ü¾-»WÅW¸

u(t, x) = min
y∈ℝn

{
u(s, y) + (t− s)L

(x− y

t− s

)}
.

»½Àg��¾

F ¹4¹ G�-�(�./�"�0!#���0$#12�*� +3!��4�657(98:!#%;��� �"!#�<,eEbÀWÆ|»�ñ�Â�6�ù�¸`·
� > 0

¼4¾S¸5Æu¸Ü¸CùW¹c¿=¼4¿|»nºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼
C(�)

¿HôSº5¾
¼4¾-»�¼å¼4¾S¸,óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ�·�¸X6,ñH¸`·JÃ5Â

ut : ℝ
n → ℝ

n �$¹E¼4¾ ut(x) := u(t, x),

¹c¿±¿¸5Án¹PºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸��$¹E¼4¾	ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼çÄ�¸:¿:¿f¼4¾-»�ñ
C
ó<ÀWÆf»�ñ�Â

t ≥ �
È

F ¹4¹4¹ G>=?57$#@A$����B(�@��*80� �"��8�, ð ¾S¸|Án¹~ñ�¹4Á²ôFÁ ÷ ÀW¹~ñ_¼ y ¹~ñ(»½ÀL��¾v¹c¿+ô�ñ�¹½ö�ô�¸|¹ ó|»�ñ�·nÀ�ñ�Ä Âf¹ ó ∂ut(x) ¹c¿C¿5¹~ñ�òWÄ�¸Å8»WÄ ô�¸`·�ÈB;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ'4°¹~ñ]¼4¾�¹c¿fºu»8¿¸+�å¸Ü¾-»WÅW¸
y = x− tDH(Dxu(t, x))

È
F ¹4Å£GDCE57(F%;�*��(0$#@�G)@A!:HI@A$#././�*��HJG)@��*�����KG)%L(M,=�r¸=¼

t > s > 0
4
x ∈ ℝ

n »�ñ�·�»8¿:¿HôFÁx¸�¼4¾-»�¼
y¹c¿+»,Án¹~ñ�¹4Á²ôFÁ ó<ÀWÆÙ»½ÀL��¾<È��r¸=¼

z = s
tx + (1 − s

t )y
È ð ¾S¸Hñ y ¹c¿ý¼4¾S¸2�S�S� º����,Án¹~ñ�¹4Á²ôFÁ ó<ÀWÆ

u0(w) + sL((z − w)/s)
È

) �� ¦��v��)Á�Ó¯Ê¶Ó EbÀWÆ�»ý·�¸=¼�»W¹4Ä�¸`· ÷ Æ`ÀÀ�ó2À�ó ð ¾S¸`ÀWÆu¸5Á Q�È�M+»�ñ�· ¹ Æ`À ÷ À8¿5¹E¼E¹PÀ�ñ8Q�È Q²�å¸f»�·�·WÆu¸:¿:¿f¼4¾S¸ÜÆu¸`»�·�¸5Æ
¼�À�±r¾-» ÷ ¼½¸5Æ�³xÀ�óeµ£K@³�¶f»�ñ�·�±r¾-» ÷ ¼½¸5Æ:¿+O�4�KONxÀ�óeµ�M¥í�¶2È
�j�HI-�ED-�å���`�:�8�u�f�2���u�5�E�S�K���F��8�����OB+µS�u�WµH�=�`�OBJ�8�~�`�����u�W���S�`���W���|�8��»½�L��¾=«
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	tÚÁ�Ó ÕKÓ �r¸=¼

u
Ãu¸�»,Å¹c¿<ºuÀ8¿5¹E¼EÂ,¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ�À�ó¹»½�L��¾ý¹~ñ

Ω
È ð ¾S¸Hñ u ¹c¿ýÄ�Àºu»WÄ4Ä Â*�~¹ ÷ ¿<º5¾�¹E¼ÔRsÈ;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ'4Kó<ÀWÆ2»�ñ�Â

(t0, x0) ∈ Ω
4å¼4¾S¸5Æu¸q¸CùW¹c¿=¼4¿n»ÏñH¸5¹Jò8¾SÃ`ÀWÆ:¾-ÀÀ·

U
À�ó

(t0, x0)
4°» ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸�ñ$ôFÁxÃu¸5Æ �»�ñ�·ý»h�~¹ ÷ ¿<º5¾�¹E¼ÔR�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ v0 À�ñ ℝ

n ¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼
F �bÀº�G

u
ºuÀW¹~ñ�º=¹P·�¸:¿2À�ñ

U
�$¹E¼4¾J¼4¾S¸�Å¹c¿<ºuÀ8¿5¹E¼EÂq¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ�À�ó
⎧
⎨
⎩

∂tv +H(Dxv) = 0
¹~ñ

[t0 − �,∞[×ℝ
n

v(t0 − �, x) = v0(x) .

»½ÀL��¾

�L©
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³°�S���jµS�u�WµH�=�`�OB,�8�ò�F���u�<���`���OB��u�W���S�`���W���±�8� N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�ò�º��_�8�`���W���±���±�W���F���W���`�JB��u�=�c�8�u�<�]�u�x�`���
���S���u�Ü�`µH�<�<�J�8��µS�u�Wµ_�8���8�`���W�Ù»4�C�S���u�	���W���S�C�C���=�	�`���Ü�u�W���S�`���W�J���v²K��µ��u�u�S���C¸g¾C�8���+���C���°�å�=���Y��¢F����C�b«
�|���q�<�W�S��� µS�u����z���EDb�P�W�Ü�����`�:�8���<�LD��`�S���:�8�S�JB,�q�F�-�Y�BF���S�	�`���zµS�u�F�8�C�8�C³°���<�W�u�=� �J�8��µ_�8�����E�L�J�8�
 �L� � «²�|���`���n�W�`���=�Ü�_�8���,�å�z�_�<���n���W�Ü�H�<�=� �8�S���n�u�&�������+�<�W�zµS���=�u�n�u�5�P�=�u�=���<�n�P�W�Ü©$�u�WµH���`���`���W�
��« À-«å³°���=�u�5�P�W�u�LDS�P�W�v�`���Ü�u��W�S�=��� �j�<�W�����=�S���=���<�LD_�å��µS�u��F���S�2�n�u�<�-���=�`���W���u�q�u�W�q�f�W�`���=�vµS�u�WµH�=�`�`���<�
�=����8�`�JBJ�`�:�8�u�<�J���J�`���Ü�����u�=�:�8�`�S�u��«
¹ Æ`ÀÀ�óÈ|³°���z���F��8�ç²K��µ��u�u�S���C¸x�u�=���S�c�8�`���OB �8�

u
�P�W������v�Ü�E�u�W� ���u�Ü���F��8�ò�u�=�z���<�W����<�F���OB�Dr�P�W�Ü�C�S���u� �å�

�u�5�P�=�x�u�VJ�EÀ � «��j�z�P�W�q�`���	���F��8�����OB¨µS�u�WµH�=�`�OB »E²b�F�}¾HD°�å�	���=�
� > 0

�8���
R
�H�	�`���u���`�_�8�

C :=
[t0 − �, t0 + �] × BR(x0) ⊂ Ω

«)A½�z���n�`���=�¨¢F����C���`�_�8�z�`���ý�P�W������C���S�!�TBF�_�8�z���JµS�u�W���:�8�z�z���S�
µS�`�����=��µS�������W���S�°�P�W�v�=���=�CB

(t, x) ∈ C
»E�u�<�j�P�W�C�����`�:�8���<�$�|�=�x�8�`¢��-«J���8�1J�}� � �W�$ �LÀ � ¾H�

u(t, x) = inf

{∫ t

�
L(�̇(s)) ds+ u(�, �(�))

∣∣∣ � ≤ t, � ∈W 1,∞([�, t]),
»½ÀLÀ�¾

�(t) = x
�8���

(�, �(�)) ∈ ∂C

}
.

³°���|²K��µ��u�u�S���C¸±�u�=���S�c�8�`���OBý�8�
u
�8���q�`���j�<�W�����HI-���OBx�8�

L
�=���`�S�u�|�`�_�8�°�Ü�z���S���z�J¸�=�C�HI-���`�u�«��]�W�u�<����=�

�8�MB+�z���S���z�J¸�=�|���j�z�`�`�:�8�������|��������«<�j�HI-�ED��W�u�`�S�q�Ü�`�_�8�
x ∈ B�(x0)

«RA��
�
���C�f���u�]�`�x�8�����=�|�`�_�8�

R
D

�`���f²K��µ��u�u�S���C¸f�u�=���S�c�8�`���OB��8�
u
�=���`�S�u�<�v�`�_�8�±�8�MBJ�z���S���z�J¸�=�

�
�_�W�v�`���f�=���-µH�W�����

(�, �(�))
�JBF���S�x���

{t0 − �} ×BR(x0)
«$³°�����ED-�P�W�|�=���=�CB

(t, x) ∈ [t0 − �, t0 + �] ×B�(x0)
�å�Ü���=�C�`���±�P�W�`�f�S�c�

u(t, x) = min
y∈BR(x0)

(
u(t0 − �, y) + (t− t0 + �)L

(
x− y

t− t0 + �

))
.

»½À��L¾

�j�HI-�EDb�HI-�u�=���,�`���n�x�8µ
BR(0) ∋ x 7→ u(t0 − �, x)

�u�	�ý�H�W�S���S�<� ²K��µ��u�u�S���C¸q�x�8µ
v0 : ℝn → ℝ

D
¢��<�=µS���S�!�`���	�:�8�q�	²K��µ��u�u�S���C¸,�<�W���`�:�8���«�³°���=���`�����u�W���S�`���W���8�7»½ÀL��¾2���q�������=���MBQ�`���0Nj�Wµ-�4�½²r�}I
�P�W�`�f�S�c�

v(t, x) = min
y∈ℝn

(
v0(y) + (t− t0 + �)L

(
x− y

t− t0 + �

))
.

»½ÀL©�¾

A��
(t, x) ∈ [t0−�, t0+�]×B�(0)

D��`���=�ý�8�MBn�z���S���f�S�¯µH�W�����
y
���7»½ÀL©�¾r�H�=���W�S���ç�u�

BR(0)
D�µS�u��F���S�<�

�
���~�`�Tïx�=���=���`�JB2�`�x�8����»E�<�W�zµ_�8�u�<�n�u�

R
�8���2�`���å²K��µ��u�u�S���C¸v�<�W���`�:�8���ç�8�

v
DW�C�S���u�z���2�`�S�`�n�����H�W�S���S�<�

�����S�=µH�=���S�=���`�JB��8�
�
¾5«� ����_�8���JB�D~�`�����<�

v0(y) = u(t0 − �, y)
�P�W�2�=���=�CB

y ∈ BR(0)
D�»½À��L¾f�8���>»½ÀL©�¾

���zµS�JB+�`�_�8�
u
�8���

v
�<�W�����=���S���W�

[t0 − �, t0 + �] ×B�(0)
µS�u��F���S�<�

�
���v�`�Tïx�=���=���`�JB	�`�x�8����«

�L�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i
U Ë áWV á¶o�X+ã�Þ·ª�á¶å�n¥Ï keÎ¤o�mZn5á¶k1©"Ï p5keÞÅã"n	åÅk+mÌpãÎk�áèª änÞ·ª+p5p¼keÎYX+o�m�ãÌåÅmÌo~Þ£Ï

mÌk+m�ÞÅåÅmÌo~ª�á p5änªeÞ·ª�áD��ªeÞ·ª+mÌä�oãÞ·ª�ä pòä å�n ¨ mÌk+m��Mä�k+m Í+o[Z]\²ã^Z ÎãÌmÌä�n	åÅk+m9_

`zçOè é 2=?Lê�3�:RëR/�?�ì93=2
A½�� � � �`�����8�S�`���W�u�v�_�<���f�`����C�	�`�_�8�|�=���`�u�WµMB	�u�W���S�`���W���

u(x, t)
�8�$�u��8�c�8�|�<�W���u�=�`���8�`���W�	�c�<�v�

Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t))] = 0
���]�8�	�WµH�=���u�=�

Ω ⊂ ℝ
2 »½ÀL��¾

�C���`� ���F��8���JB,�S�S�Y�P�W�`�z�JB �<�W�����HI Ô��TI]�E�S���=�`���W�
f ∈ C2(ℝ)

�8���
f ′′ > 0

D~�8�u�n�E�S���=�`���W���f�8�C���F��8���JB
�`µH�<�=�c�8�ç�H�W�S���S�<� ���8�`�c�8�`���W��Dr��« ��«x�`���q�-���`�`�`���S�S�`���W�_�8�°�S�=�`�����8�`�����

Du
�_�W�����]®°�8���u�W�2µ_�8�`�«&A½���`���

µS�u�F�8�$µS�u�WµH���u�<�	�MB	�|�f�S�u���`���+�8�����±��²b�=�������|���U � � �`�������F�F�J���<�W�q�=�`�`���2�`�`�`���=�`�S�u�2�8�$�`���f�u�_�8�:�W�5�
�u�=�`���`�`���<���_�=���	�<�W�`�u�=�c�8�u�<�	�u�n�`���Ü�=���`�u�WµMB	�u�W���S�`���W�	µS�c�B	�8�J���zµH�W�`�:�8���|�u�W�����8�����8������v�v�u�z�S�H�����f�
���<�W�q�=�`�`���|�E�S���=�`���W�_�8�H�C�S���u�ÌPõ�S�zµ��å�=���=�CBq�`���q�|�C���=�	�2®°�8���u�W�°µ_�8�`�C�8�b�`���j�-���`�`�`���S�S�`���W�_�8�K�S�=�`�����s�
�`�����

Du(., t)
�8µSµH��8�u�C���	�`���Ü�u�W���S�`���W�b«,A½�Jµ_�8�`�`���=�S�c�8�|�å�Ü�u�<��8���b���=�u�Ü�½�å�q�`�����S�b�_��8���|µS�u�WµH�=�`�`���<�|�8�

�`���v�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�E���`����Bq�8�u�C�`�`�:�8�������ò�������<�ò�8���z�½�å�f�-�bGK�=�u�=���ç�_�W�u¢F�°�8�u�x�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�å��8�x�=�u���u�
�W�S�JBq�8�

t = 0
»4�`���|�u�8�½��8�����<�z���f�=�u���u�`���S��µS�u�WµH�=�`�OB$¾5«�A½�� � � �`���|�W���5�½�`���S�<�x�<�`�`���x�8�u�|�8���|���=���S��¢�»½�LÀ�¾

���C���u�<�	�W�v�=���`�u�WµMB	�=�`���u�=�`���W�,�8���J���C���C���u�<�+�u�z���=�v�`���±µS�u�F�8�`«
A½�+�`�S���C���W�u�±�å���HI-�u�=���+�`�S���°�u�=���S�c�8�`���OBJ�u�<�`�S���C�u�z�2�S�������=�|�=�c�W�u�C�8���MBFµH�=�`�H�W�����Ü�<�W���u�=�`���8�`���W�	�c�<�v�«
�°�+���u�`�v�å�2�8���8���,�<�W���`���S�=�j�u��8�c�8�j�<�W���u�=�`���8�`���W���c�<�v�²»½ÀL��¾°�S�S�±�8������C���S�ý�`���f�u�_�8�S���2�8�ç�<�W�����HI-���OB
�8�j�`���&Ô��TI��E�S���=�`���W�

f
�8�q�,�<�W�S���:�8�S�����u�=�z�8�±µH�W�����u�«¤�|���J�8�±�`���J�-�bïx�=�S���`���<�q���¨�S��8�����S� �C���`�

�`���<�u���º��_�8�`���W���v���v�`�_�8�v�:�8�u�5���W�=�`���W�]�°�<���<�|�x�B	�8µSµH��8�j�=���=�J�P�W�
t > 0

�8���	�<�W���u�º����=���`�JBJ�`�������
�=�u���u�`���S��µS�u�WµH�=�`�OBn���u�<�z���� � � �S�F�<�$���W�ç���W���K«~ ��W�ò�����`�:�8���<�LD����ç���$µH���u�`���S���°�u���<�W���`�`�`���=�°�"�v���=�x�8�S�
µS�u�W�S���=�(�C���=�u�j�`���+Ô��TIq�E�S���=�`���W�ý�_�W�å�½�å�2���TÔ_�<�=�`���W���°µH�W�����u�v�8���+�f�`���F�u¢q�`µS�����u�å�����u�2�½�å�n�<�W���:�W�=�
�-���u�<�W���`�����S���`���<��»E�u�<�� �L� � ¾5«$�j�ò�å�j�C�����K�u�<�|�`���j�`�`�:�8�u�=�LBý�8�b�`���jµS�u�F�8�r���ò���W�v�W�°�<�W�zµS������8�u�<�	�W�å�W���
��8�J�HI-µH�<�=�E�~���`���S�z�8�	�8µSµS�u�WµS�`�c�8�u���<����=�`���S�q�8�

Ω
�8���+�å�W�`¢F���S�n���F��8���JBx�å�j�u�<�-���<�±�`���jµS�u�W�S���=� �u�

�`�����<�W�����HI	�W�v�<�W����<���f��W�u��«ç³°�����ED��W�S�����u�`�v�HI-�u�=���`���W�	�`���<�W�u�=�*�`�:�8�u�<�E�
���=�Mw5vg��  Ê¶Ó�5Ó �r¸=¼

f ∈ C2(ℝ)
Ãu¸z»Zø ôLù�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ54ç¿HôSº5¾�¼4¾-»�¼ {ui ∈ ℝ : f ′′(ui) = 0} ¹c¿2»�¼òÁqÀ8¿=¼ºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸È
�r¸=¼

u ∈ BV (Ω)
Ãu¸x»�ñQ¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Â+¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ�À�óz¼4¾S¸f¿<ºu»WÄ�»WÆxºuÀ�ñS¿¸5Æ5Å8»�¼E¹PÀ�ñ!Ä�»�� F ³�ïPG�È ð ¾S¸Hñ¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿f»q¿¸=¼

S ⊂ ℝ
»�¼çÁqÀ8¿=¼åºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸�¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼ ∀� ∈ ℝ∖S ¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òn¾-ÀWÄ�·8¿�9

u(., �) ∈ SBVloc(Ω� )
�$¹E¼4¾

Ω� := {x ∈ ℝ : (x, �) ∈ Ω}.
A½�q�`���|�u�<�<�W���xµ_�8�`�å�8�K�`�S���å�u�<�=�`���W�x�å�v�P�F�=���ò�W�S�°�8�`�u�=���`���W�+�W�x���=���S�����=�JBq���W�S��������8�C�u��8�c�8�ò�_�8�c�8���<�
�c�<�v�

Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t), x, t)] + g(u(x, t), x, t) = 0
���

Ω ⊂ ℝ
2 »9� � ¾

�C���=�u�Ü�`���Ü�u�W�S�u�<�Ü�u�=�`�
g
�H�=���W�S���C�u�

C1(ℝ×ℝ×ℝ
+)
D-�`����Ô��TIý�E�S���=�`���W���

f
�H�=���W�S���v�u�

C2(ℝ×
ℝ × ℝ+)

�8���
fuu(., x, t) > 0

�P�W�2�8�MB ��IS�<�
(x, t) ∈ Ω

«x�|���8���!�`���q���<�W�q�=�`�`���x�`�`�`���=�`�S�u�ý�8�°�`���
�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�å���ç���W�°�W�ò��W�CBq�W�ç���x�`���|��W�u�C�`�u��8�u�<�x���� � � ��������`���|�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�C�8�u�|²K��µ��u�u�S���C¸
�=�S�`���<�x�8���Q���¨���=���=�:�8�j�8�u�+���W�q�`�`�:�8�������q�������<�«Q³°���	�-�bGK�=�u�=���x�`�_�8µH�+�8�±�`���J�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�ý�8�u�
�-���+�u�,�`���+µS�u�<�u�=���<�	�8�j�`���J�u�W�S�u�<�+�u�=�`���8���Q�u�,�`���J�S�=µH�=���S�=���<�	�8�

f
�W�¨�`���+µH�W�����u�

(x, t) ∈
Ω
«ý ��W�`�`�S�_�8�u�=�JB�D$�å�x��8�!�x�8¢��q���u�q�8�C�`���q�`���<�W�CB �8�C���=���=�:�8���J¸�<���u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�2�����`�u�F�-���<�<���MB

�Ü�s�P�=�`�q���Z»E�u�<�"J�E� � D� � ��� D� �T� � ¾r�u�Ü�8�_�8�JB�¸�°�`���°�H�=�_�<�F���W�ç�8���`���C�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�$�P�W�$�=���`�u�WµMBz�u�W���S�`���W���
�8�z»9� � ¾5«zA½�zµH�W�`�:�8���~�P�W�~�W�S�ç�8�_�8�JB-�`���~�����`���å���8�½�=�u���u�`���S�ÜµS�u�WµH�=�`�OBf�H�=�½�å�<�=�q���=���S�����C�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�«
³°�_�8�S¢-�v�u�z�`�S���CµS�u�WµH�=�`�OBJ�å�f��8���HI-µH�<�=�C�u�z�u�=µS�u�F�-���<���`���Ü���<�W�q�=�`�`����µS�u�F�8�$µS�u�WµH���u�<�J���� � � «ò�|���
�`�����S�H���S���`���W���	�8����µS�u�WµH���`���`���W���J�8�H�W�S�x�`���	�`���<�W�CB��8�Ü���=���=�:�8���J¸�<���u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�EDv�C�S���u�ª�8�u�
���=��µ-�E�S�j�����W�S�ý�å�W�`¢¶D|�8�u�������`�u�<������®ò�_�8µH�=���-«�³°���]�u�<�<�W�����`���<�W�u�=� �W���`���

SBV
�u�=���S�c�8�`���OB

µS�u�WµH���u�<�J���E�

� �



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

���=�Mw5vg��  Ê¶Ó¯�¶Ó �r¸=¼
f ∈ C2(ℝ × ℝ × ℝ

+)
Ãu¸J»�ø ôLùÌóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñQ¿HôSº5¾!¼4¾-»�¼

fuu(.) > 0
È��r¸=¼

g ∈
C1(ℝ × ℝ × ℝ

+)
Ãu¸ý»J¿<À�ôFÆ`º:¸ý¼½¸5Æ5Á�»�ñ�·	Ä�¸=¼

u ∈ L∞(Ω)
Ãu¸ý»�ñ¨¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Â	¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñQÀ�óq¼4¾S¸ýÃ`»WÄ�»�ñ�º:¸

Ä�»�� F ´0N'G�È ð ¾S¸Hñ�¼4¾S¸5Æu¸x¸CùW¹c¿=¼4¿n»ý¿¸=¼ S ⊂ ℝ
»�¼°ÁqÀ8¿=¼°ºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸n¿HôSº5¾]¼4¾-»�¼ ∀� ∈ ℝ∖S ¼4¾S¸ ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�ò

¾-ÀWÄ�·8¿�9
u(., �) ∈ SBVloc(Ω� )

�$¹E¼4¾
Ω� := {x ∈ ℝ : (x, �) ∈ Ω}.

®å�W�f�S���S���S�±�`���ò�½�å�j³°���<�W�u�=�q�$�W�f�`���
SBV

�u�=���S�c�8�`���OBf�å�ò���=�~�v���=���=�:�8���J¸�<�n³°���<�W�u�=��DW�C�S���u�n�:�B-�
�`�_�8�~�8���u�C�P�W�b�_�8�c�8���<�ò�c�<�v�r�C���`�n��Ô��TI±�E�S���=�`���W�f�C�S���u�n�u�_�8�S���<�~�<�W�����HI-���OB2�8�r�q���`���<�W�S���:�8�S���ò�x�8�MB
�`���q�<�ED��`���|�=���`�u�WµMBý�u�W���S�`���W�x���å�Ü���F��8���JB

SBV
�E�S���=�`���W�b«ç³°�����ED-�W�å���<�W���u�º����=���<�j�8�b³°���<�W�u�=� �-« �

�8���0�-«J���8���	�8�~�`�����`�����=���S�q�`���<�W�CB+�8�
BV

�E�S���=�`���W���EDS�å���`�:�8�u�L�
���=�Mw5vg��  Ê¶Ó ªKÓ �r¸=¼

f ∈ C2(ℝ× ℝ×ℝ
+)

Ãu¸2»Zø ôLùZóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ54$¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼
{ui ∈ ℝ : fuu(ui, x, t) = 0}

¹c¿q»�¼vÁqÀ8¿=¼jºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸Zó<ÀWÆx»�ñ�Â76�ù�¸`·
(x, t)

È8�r¸=¼
g ∈ C1(ℝ × ℝ × ℝ

+)
Ãu¸ý»J¿<À�ôFÆ`º:¸ý¼½¸5Æ5Á »�ñ�·JÄ�¸=¼

u ∈ BV (Ω)
Ãu¸2»�ñ ¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Âq¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ�À�ó�¼4¾S¸nÃ`»WÄ�»�ñ�º:¸2Ä�»�� F ´0N'G@9
Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t), x, t)] + g(u(x, t), x, t) = 0

¹~ñ
Ω ⊂ ℝ

2.

ð ¾S¸Hñ,¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿2»z¿¸=¼ S ⊂ ℝ
»�¼çÁqÀ8¿=¼åºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸�¿HôSº5¾�¼4¾-»�¼ ∀� ∈ ℝ∖S ¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òz¾-ÀWÄ�·8¿�9

u(., �) ∈ SBVloc(Ω� )
�$¹E¼4¾

Ω� := {x ∈ ℝ : (x, �) ∈ Ω}.
;,ÀWÆu¸`ÀWÅW¸5Æ'4

u(x, t) ∈ SBVloc(Ω)
È

QF��8�c�8�q�<�W���u�=�`���8�`���W�¨�c�<�v�z���¨�W���J�`µ_�W�<�+�-���q�=���`���W���8���ÒN±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�|�º��_�8�`���W���z���¨�W���J�-�Y�
�q�=���`���W�]�8�u���`�`�`���=�`�JBJ�<�W�S���<�=�u�<�K�å�=���`�u�WµMB	�u�W���S�`���W���|�<�W�`�u�<�`µH�W���J�u�z�F���u�<���`���OB+�u�W���S�`���W���Ì»E�u�<�
 �L� � ¾5«
³°�����EDç�8�f�`���x�=���!���`���S�]³°���<�W�u�=� �-« �J�å�ý�W�S�:�8���¨�8���u�]�J�u�=���S�c�8�`���OB��`�:�8�u�=�q�=���f�P�W�f�F���u�<���`���OB �u�8�
���S�`���W���

u
�8�����=�c�W�u�q�8��N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�±�º��_�8�`���W���E�J�å�JµS�u����	�`�_�8�q�`���J���:�W�-���=���

Du
�8�Ü�`���u�

�u�W���S�`���W���v�H�=���W�S���C�u�
SBVloc(Ω)

«
í�w5vgw	®®~��v}¥7Ê¶ÓJÁ »N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�~¾ Ó �r¸=¼

H(u, x, t) ∈ C2(ℝ×ℝ×ℝ
+)
Ãu¸åÄ�Àºu»WÄ4Ä Â�ô�ñ�¹ ó<ÀWÆ5ÁnÄ ÂÜºuÀ�ñ�ÅW¸Cù

¹~ñ
u
4ç¹�È4¸È

DuuH > 0
ÈC¶¯ó

w ∈W 1,∞(Ω)
¹c¿�»xÅ¹c¿<ºuÀ8¿5¹E¼EÂz¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ À�ó

wt(x, t) +H(wx(x, t), x, t) = 0,
»9���}¾

¼4¾S¸Hñ
Dw ∈ SBVloc(Ω)

È
®å�W���=�����-���S�$Dr�����å�W�S�����H�n�����u�=�u�<�`�`���S���u�¬�������`���z�:�8�q�z�u�=���S�c�8�`���OB,�P�W���=���`�u�WµMB

BV
�u�W���S�`���W�����8�

���=���S�����=�JB����W�S��������8�±�CB-�`�u�=� �8�ç�<�W���u�=�`���8�`���W�]�c�<�v�j���]�W���2�`µ_�W�<�f�-���q�=���`���W�b«+F �����W�u�f�`�_�8�|�`���=�u�
�8�u�2�8�_�8���W�����<�j�H�=�½�å�<�=�,�`���2�`�`�`���=�`�S�u�2�8�$�`���f���=���=�:�8���J¸�<�,�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�Ü�8�ç�CB-�`�u�=�q�j�8�����`���f�W���
�8�°�`���z�_�8�c�8���<�q�c�<�v�&»9� � ¾Ü�8�C³°���<�W�u�=� �-« �+µS�u�WµH���u�<����� ���=�u�L����� �H�W�`�!��W�u�<�Ü�`���q�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�
��8�q�����u�=�u�u�<�=�°�8�

t ∕= 0
�8���z���q���=���=�:�8���`����Bq�8�u�C���W�ç�`�`�:�8�������ò�������<�ç�S�S�ò²K��µ��u�u�S���C¸j�=�S�`���<�ED��C�S���u�ý�8�u�

�-« ��«2�-�bGK�=�u�=���`�c�8�S����«z�|���`���W�S�����`���n���<�W�q�=�`�CB,�8�å�`���n�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�"�_�=�����8�å�`���<�u�2�½�å�JµS�u�W�S���=�q�
�u�<�=�q�f�u���H�x�`���z���c�8�ED��`���ý��W�u�x�8�|�CB-�`�u�=�q�f���F�W¢-���f���u�Q�q�W�u�ý�-�bïx�=�S���«]�j�Ü���8�n�W�f�å�x¢F���� �`���
�S�S� º����n�u�=���S�c�8�`���OB,�u�<�`�S���±�P�W�Ü�CB-�`�u�=� �8�C�<�W���u�=�`���8�`���W���c�<�v���`�:�8�u�<�Ü�`�_�8���u�=�Y�4�½�`���z���c�8���u�W���S�`���W�����8�u�
SBVloc

�ç�u�<�Ü�Ü�s�P�=�`�q���$ �L� � «
²b�F�W¢F���S�J�8�|�`���ÌN±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�ç�º��_�8�`���W���ED_���]�`�������HI-��®ò�_�8µS�u�=�j�å�f�C�����~�`����/�`���f���F��8�

SBV�u�=���S�c�8�`���OB��P�W�����:�W�-���=���u�2�8�C�F���u�<���`���OB��u�W���S�`���W���f�8�C�S�S�Y�P�W�`�z�JB �<�W�����HI(N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�°©ç��·ç�f���
�S�������=�Ü�`µ_�W�<�n�-���q�=���`���W���«Ü�|�H�W�S�j�`�S���j�u�=���S�c�8�`���OB�Db���Ù�E�L���q���=J�E� � �`���z�8�S�`���W�u�±�_�<���n�`����C�,�`�_�8�
ô�ñ�·�¸5ÆÜ¿=¼EÆ`À�ñ�òxÆu¸½ò�ôFÄ�»WÆ5¹E¼EÂJ»8¿:¿HôFÁ ÷ ¼E¹PÀ�ñS¿��W�J�`���Ü���S���`�c�8�K�E�S���=�`���W��� u0 D-�`���Ü�F���u�<���`���OB+�u�W���S�`���W� u �_�W�|����:�W�-���=���

Du
D-�C�S���u�	�H�=���W�S���C�u�z�`���Ü�=�c�W�u�

SBV
D-��« ��«

D2u
���v�2�q��W�`�S�u�Ü�C���`�	���x®°�8���u�W�|µ_�8�`�Ì»4���

���W�=�C�`���Ü�u�=���S�c�8�`���OBJ�`���<�W�CBJ�8�1J�E� � �8����J�EÀ � �������<�v�`�`�u�W�S���=�|�<�W���=�����`���W���H¾5«

�T�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

`zçXW ÷�[,8$3�ê�85< `zçOè
A½���`�S���jµ_�8�`�j�å�z�8�_�8�JB�¸�f�`���f�u�=���S�c�8�`���OB,�8�ç�`���2�=���`�u�WµMB,�u�W���S�`���W���±�8�ç�`���2�<�W���u�=�`���8�`���W�,�c�<�v��»½ÀL��¾5«
F �n�u�<��8���ç�`�_�8�����V � � �`���²Ô��TI]�E�S���=�`���W�

f ∈ C2 �°�W�f�u�=���<�=�u�<�,�u�J�H�n�`�`�`���=�`�JB��<�W�����HI!�8���,���Ü�°�W�µS�u����<�,�`�_�8�Ü�=���`�u�WµMB]�u�W���S�`���W�����8�u�2���F��8���JB
SBV

«�Nj�=�u�LD����,�W�S�����u�`�±�HI-�u�=���`���W��³°���<�W�u�=� �-«J�2�å�
�<�W���`���S�=�j�8�MB&Ô��TI+�E�S���=�`���W�

f ∈ C2 DS�C�S���u�]��8���u�_�8�S�������u�v�<�W�����HI-���OB�« A½���S�<�<�KD f ���v�u�=���<�=�u�<�	�`���u��`�_�8�
#{ui ∈ ℝ : f ′′(ui) = 0} ���|�8�C�q���`�|�<�W�S���:�8�S����«

Ê¶Ó¯�¶Ó� �¶uEv�|~{Lu}®¯¥¤{�w	t	¡	��ÐÒw5v&{�w	t={���¡	��Ñ�y�ÐÒ¢£y�t={Lu}|~w	t
³°���Ï���u�`�z�`�u�=µ����Q�`�CBF���S�,�u�]�HI-�u�=���Q³°���<�W�u�=� ��« �]�8�� � � ���2�u�,�`�:�8�u�ý�`���ý�:�8�q�ý�u�<�`�S���q�8���u�	�P�W�q�
�<�W���u�=�`���8�`���W�	�c�<�§�C���`���z�`�`�`���=�`�JB+�<�W����<����Ô��TIý�E�S���=�`���W��D���« ��«

f ′′ < 0
«

³,�� ( ¦�¬Ê¶Ó¯Ê »9Q��`�`���=�`�JB2�<�W�����HIn�W�$�<�W����<��� Ô��TI5¾ Ó �r¸=¼
f ∈ C2(ℝ)

Ãu¸|»�ø ôLù,óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ��$¹E¼4¾ ∣f ′′(u)∣ >
0
È:�r¸=¼

u ∈ L∞(Ω)
Ãu¸j»�ñJ¸Hñ_¼EÆ`À ÷ Â�¿<ÀWÄ ô-¼E¹PÀ�ñ+À�óC¼4¾S¸°¿<ºu»WÄ�»WÆjºuÀ�ñS¿¸5Æ5Å8»�¼E¹PÀ�ñýÄ�»�� F ³�ïPG�È ð ¾S¸Hñ+¼4¾S¸5Æu¸±¸CùW¹c¿=¼4¿»z¿¸=¼

S ⊂ ℝ
»�¼çÁqÀ8¿=¼åºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸f¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼ ∀� ∈ ℝ∖S ¼4¾S¸�ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òz¾-ÀWÄ�·8¿�9

u(., �) ∈ SBVloc(Ω� )
�$¹E¼4¾

Ω� := {x ∈ ℝ : (x, �) ∈ Ω}.
Q������<�n�`���q�8�`���S�q�=���u�2�8�u��º��S���u�n�`�:�8�����8�u�KDb�å�nµS�u�WµH���u�z�W�S�JB,�+�`¢��=�u�u� �8�å�`���nµS�u�F�8�°�8�å�`���q�8�H����
²b�=�z�x�T�
¹ Æ`ÀÀ�óÈZA��

f ′′ > 0
D���« ��«��`����Ô��TIn�E�S���=�`���W�x���ç�`�`�`���=�`�JBz�<�W�����HIKD��`���v�`�:�8�u�=�q�=���å���ç�HI��W�=�`�JBz³°���<�W�u�=�¿��« �

�8�~ � � «�A��
f ′′ < 0

D���« ��«��`����Ô��TIn�E�S���=�`���W�q���ò�`�`�`���=�`�JBz�<�W����<���j�8���z�å�v�x�BnµS�u����v�`���C���=�z�x���-���u�<�=�`�JB
���`���S�f�`���v�<�W�����HIx��W�u��«$³°���C���S��Ü���ò�`���zµS���L���å�v�u�HÔ_�<�=�°�8�ý�=���`�u�WµMBx�u�W���S�`���W�ý�8�K�`���v�`�`�`���=�`�JBq�<�W�����HI
��W�u�q�8�H�W�S�±�`���

t
�×�}I-���EDH�u�J�W�S�:�8���!�8� �=���`�u�WµMB��u�W���S�`���W� �8�å�`���n�u�=�c�8�u�<� �`�`�`���=�`�JB]�<�W����<���zµS�u�W�S���=�	«

²b�=�
f
�H�±�`�`�`���=�`�JBý�<�W�����HI	�8���J�W�u�`�S�q�j�`�_�8�

u(x, t)
���C�8�	�=���`�u�WµMB+�u�W���S�`���W�	�8��»½ÀL��¾5«zF �Ü�S�H�����j�`���

�<�F�W�u�-���_�8�u�<�C�`�:�8���õ�P�W�`�x�8�`���W�
� : Ω → Ω̃

D
� : (x, t) 7→ (y, t) = (−x, t) �8���ý�`���±��8���-�����8�u�Ü�u�W���S�`���W�

ũ(y, t) := u ∘ �−1(y, t) = u(−x, t) �8�~�`�����`�`�`���=�`�JBJ�<�W����<���ÜµS�u�W�S���=�	«ò³°���=��DS�å�Ü�_�<���L�

Dtũ(y, t) +Dy[f̃(ũ(y, t))] = Dtũ(y, t)−Dy[f(ũ(y, t))] = Dtũ(−x, t)− (−Dx)[f(ũ(−x, t))] =
= Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t))] = 0

F����`�
f̃ = −f �å�]�S�=���W�u�,�!�`�`�`���=�`�JB��<�W����<���0Ô��TIK«§�]�W�u�<����=�EDC�P�W�J��µH�W�����+�8�

Ω
�W���!�`���F�u¢

x(t)
�C���`�,�`���F�u¢	�`µH�<�<�

� = dx(t)/dt
D��å�f�f���`�j�_�<���f�`�_�8�j�`�����j�8�S¢F�����5�ON|�S���W�S���W�

�[uR − uL] =
[f(uR) − f(uL)]

�8�����`�_�8���`���z²r�}IF�O·$���`�u�WµMB!�<�W���-���`���W� �P�W�f�+�`�`�`���=�`�JB,�<�W�����HI Ô��TI
uL > uR

�8�u�
�:�8�`�����_�<�K«0F �x�u�=�

�̃ = d(−x(t))/dt = −� D ũL = uR
D
ũR = uL

�8���
f̃ = −f D��`���=�¨�s�E�u�=�f�`����u�HÔ_�<�=�`���W���å���W�S�:�8�����

�[uR − uL] = [f(uR)− f(uL)] ⇔ �̃[ũR − ũL] = [f̃(ũR)− f̃(ũL)].

�8���
ũR > ũL

«2³°�S���±�q��8���Ü�`�_�8�Ü�Y�
u(x, t)

�����8� �=���`�u�WµMB��u�W���S�`���W� �8�"»½ÀL��¾v�P�W���ý�`�`�`���=�`�JB,�<�W�����HI
Ô��TI

f
D-�`���=�

ũ(y, t) = u(−x, t) ���v�8���=���`�u�WµMB	�u�W���S�`���W���8�~�`����!=�<�W�`�u�=�c�8�u�@!��<�W���u�=�`���8�`���W�	�c�<���C���`��`�`�`���=�`�JB��<�W����<����Ô��TI
f̃ = −f «+A½��µ_�8�`�`���=�S�c�8�±�MBJ�`���2�<�W�����HI,��W�u�2�8�����`���2�S�H���S���`���W���8� ũ D_�`���=�u��HI-���`�u�

S̃ = S ⊂ ℝ
�8�C�q���`�|�<�W�S���:�8�S���f�`���u�	�`�_�8� ∀� ∈ ℝ∖S̃ �`���j�P�W������C���S�x���W���S�E�

ũ(., �) ∈ SBVloc(Ω̃� )
�C���`�

Ω̃� := {x ∈ ℝ : (x, �) ∈ Ω̃}.

�L�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

Ê¶Ó¯�¶Ó¯� 0"vgwKw5¢+w5¢Z���=�Mw5vg��  Ê¶Ó�
�¶uE�M� � �$©$�u�=�����z���_�8�CBJ�u�=�x�8�`¢-�«
²b�=�z���Ì��I

(�, �) ∈ Ω
�8���

r
�`���u�¨�`�_�8�

Br(�, �) ⊂ Ω
«!³°�_�8�S¢-�n�u�,�`���&���S���u�J�`µH�<�<�Q�8�jµS�u�Wµ_�s�

���8�`���W��D��`���=�u���HI-���`�u�|�nµH���`���`�����
�
�`���u���`�_�8�v�`���Ü���8�����<�|�8�

u
���J�`�����_�8���

B�(�, �)
�S�=µH�=���	�W�S�JBJ�W�

�`���Ü���8�����<�|�8�
u
�W���`�����u�=���q�=��� {t = � − 2�} ∩ Br(�, �)

«°³°�����ED��Y�$�å�f�S�=���W�u���MB
w
�`�����=���`�u�WµMB

�u�W���S�`���W���8�~�`���2®°�8���u�MBJµS�u�W�S���=�
{
Dtw(x, t) +Dx[f(w(x, t))] = 0

�P�W�
t > � − 2� �

w(x, � − 2�) = u(x, � − 2�)1Br(�,�)(x, � − 2�)
�P�W�v�=���=�CB

x ∈ ℝ
D »9����¾

�å�2���=�
w(x, t) = u(x, t)

�W�
B�(�, �)

«Ü�]�W�u�<����=�EDK���W�u�f�`�_�8�
w(., t) ∈ BV

�P�W�±�=���=�CB
t > � − 2�

«
³°�����ED$���z�`�Tïx�<�<�2�u�]µS�u����ý�`���ý�x�8���Q�`���<�W�u�=� �S���S�=�n�`���J�W�u�`�S�zµS�`���W���n�`�_�8�

Ω = {t > 0} �8����`�_�8�
u(., 0)

���J� �H�W�S���S�<���<�W�zµ_�W�=�`�JB��`�SµSµH�W�`�u�<�
BV

�E�S���=�`���W�b«¹S B��W�u�`�S�zµS�`���W��D±�8���=���`�u�WµMB
�u�W���S�`���W�

u
�8�Ü�`�����<�W���u�=�`���8�`���W���c�<�v� »½ÀL��¾2�H�=���W�S���x�u� �`���	�`µ_�W�<�

BV (Ω)
«��]�W�u�<����=�ED

u
�_�W�ý�

�H�=�`�u�=���`�`�`���=�`�S�u�n�`�_�8�!�8�MB �s�½�-���q�=���`���W�_�8�
BV

�P�E�S���=�`���W�b«²A½���`�u�F�-���=���S���u�W�q�n���W�:�8�`���W��Db�å�n�u�<��8���
�`�_�8�ý�Y�

u
���J�8���=���`�u�WµMB��u�W���S�`���W�ª�8�&»½ÀL��¾HDC�`���=�

u� (.) := u(., �) ∈ BV (Ω� )
�P�W�J�8���

�
DC�C���=�u�

Ω� := {x ∈ ℝ : (x, �) ∈ Ω} «RS BJ©$�u�WµH���`���`���W�)��«J� � �P�W�|�8�MB¦�5�½�-��� BV
�E�S���=�`���W���`�����u�=�|�8�ç�8�u�W�q�

A
�<�W�����=���S�<�z�C���`�Q�`���+�u�=�z�8�|�`���J�-���u�<�W���`�������W���qµH�W�����u� � ���=���<�ý�P�W�z�8��� � �å�+�����`�u�F�-���<�+�`���+�u�=�u��8�j�`����Põ�S�zµ��

J� := {x ∈ Ω� : uL� (x) ∕= uR� (x)} ⊂ ℝ
�8���

J := {(x, t) ∈ Ω : x ∈ Jt}
«¦S B

�W�u�`�S�zµS�`���W���`���2�u�=�
If := {ui ∈ ℝ : f ′′(ui) = 0} D_�C�S���u�,�<�W���:�8�����Ü�8���r�`�������TÔ_�<�=�`���W�]µH�W�����u�j�8� f D���|�8�C�q���`�|�<�W�S���:�8�S����«,F ���<�W���=�����S�f�S�H���S���S�q�`�����u�=�

F� := {x ∈ Ω� : u� (x) = ui, ui ∈ If}
«

�¶uE�M� � ��SC�W�JµH�W�����u�C�_�<�����q��W�`�S�u� � «
¤j�`���S�n�`�����8�H����±���W�:�8�`���W��D-�å�±�����`�u�F�-���<�Ü�`���Ü�u�=�u�

C� := J� ∪F�
�P�W�v�8���

�
�8���

C := {(x, t) : x ∈
Ct}

DH��« ��«f�`���z�u�=�u�Ü�8�å�`���²!5�_�W��!2µH�W�����u�±�P�W�±�C�S���u�!�=���`���=�
u� (.)

�_�W���"Põ�S�zµ �W�
f ′′

���8�S���`���<�«f ��W�
�`�S���C�½�å�x�u�=�u�C�å���`�:�8�u�L�
íÌ®~�$|  Ê¶Ó ÕKÓ EbÀWÆ2»�ñ�Â

�
�å¸Ü¾-»WÅW¸f¼4¾-»�¼ ∣Dc

xu� ∣(C� ) = 0
È

¹ Æ`ÀÀ�óÈ| ��W�|�=���=�CB
�
�W���±�_�W�

∣Dc
xu� ∣(C� ) = ∣Dc

xu� ∣(J� ∪ F� ) ≤ ∣Dc
xu� ∣(J� ) + ∣Dc

xu� ∣(F� ).
»9����¾

�|���u�=�`���Ü�`�_�8�C�P�W�|�8���
�
�`���f®°�8���u�W�|µ_�8�`�v����¸�=�u�q�W�	�`��� Põ�S�zµ��u�=�u�

J�
DS�`�����<�Ü�MB »½�L��¾H�

Dc
xu� = Dxu� (S∖J� ) ⇒ Dc

xu� (J� ) = 0 ⇒ ∣Dc
xu� ∣(J� ) = 0.

¤j�`���S�]�`���ý�u�<�<�W���Q�`�:�8�u�=�q�=���z�8�j©$�u�WµH���`���`���W� ��«J� � D$�å�ý�`����(�`�_�8�z�=���=���`���+�u�<�<�W���!�u�=�`� �8�|���-�
�º��_�8�����OB »9����¾$���8�S���`���<�«,Q������<�

If
���°�f�<�W�S���:�8�S���Ü�u�=�ED��å�j�x�Bq�u�=�C�`���u�j�`�S���°�u�=�C�W�å�<�W�S���:�8�S���±�S�S���W�

�8�Ü�`���	�u�=�u�
Ei := {ui}

Då��« ��«
If =

∪
iEi

«>A½�q���x�=����8�x�`�_�8� ℒ1(Ei) = 0
�P�W�x��W�u�

i
�8���¨�`�_�8�

F� =
∪

i u
−1
� (Ei) =

∪
i u

−1
� (ui)

«µS B,©$�u�WµH���`���`���W�l��«J� � Dr�`���x®°�8���u�W�fµ_�8�`������¸�=�u�	�W�!�u�=�u�Ü�8�°�`���
�P�W�`�

F� = u−1
� (If )

�C���`� ℒ1(If ) = 0
«,Nj�=���<�LDS�å���W�S�:�8�����

∣Dc
xu� ∣(F� ) = ∣Dc

xu� ∣(u−1
� (If )) = 0.

³°�S���v�<�W���=�����S�<�|�`���±µS�u�F�8�$�8�~�`�����=�c�8����DS��« ��« ∣Dc
xu� ∣(C� ) = 0

«
�¶uE�M�Òª ��²b�F��8���JB�DF�q�W�u�vµS�u�<�=���u�=�JBz���+�Ü�`�`�c�8�S�����LDF�å�|�u�<�-���<�v�`���|µS�u�W�S���=� �u���`���|��W�u�<�ç�C���`�+�`�`�`���=�`�JB
�<�W�����HI	�W�|�<�W����<����Ô��TIý�E�S���=�`���W���«,S B+²b�=�z�x�µ�-« �n�`���

SBV
���u�=���S�c�8�`���OB+�P�W������v�«

�L�
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t

x

C

x0

t0

x0 + b0x0 − b0

�

T0S0

Ω∖C

I0

 ������S�u�µ�L�
Ω∖C ���v�<����=�u�<�	�MBý�`�`�c�8�S�����<�«�«

>j�����=�n�8�MBÜµH�W�����
(x0, t0) ∈ Ω∖C ���r�����8���°�B-��µH���u�`���S���$�u�������2�CµH���`���`�����ç���S�f�H�=� b0 = b(x0, t0) > 0�8�����2µH���`���`�����
c0 = c(x0, t0)

D��`���u�	�`�_�8�v�`���j�P�W������C���S�+�W�u�u�=�`�`���W�	���W���S�E�

∣f ′′(ut0(x))∣ ≥ c0 > 0
�P�W�v�=���=�CB

x ∈ I0 :=]− b0 + x0, x0 + b0[.

Q������<�
ut0

���$�j�<�W���`�������W���
BV

�P�E�S���=�`���W�z���
Ω∖Ct0

D8�å�C��8�q�8���u�±�W�u�`�S�q�å�`�_�8�~�`���=�u�°�HI-���`�u�$�|µH���`���`�����
l0(b0) > 0

»4�C�S���u���S�=µH�=���S�±�W�
b0
¾HD��`���u�,�`�_�8� ∣ut0(x) − ui∣ ≥ l0 > 0

�P�W�±�8���
x ∈ I0

�8���	�P�W�±�8�MB
ui ∈ If

«	³°�S���f�q��8���2�`�_�8�2�å�x�x�B �u�=���<�=�
b0 > 0

D~�`���u���`�_�8�2�`���x�`�x�8���å���8�`�c�8�`���W�Q�8�
ut0

���
I0�8������v�v�u�q�<�W���`���S�=�v�`���f®°�8���u�MBJµS�u�W�S���=���

{
Dtw(x, t) +Dx[f0(w(x, t))] = 0

�P�W�
t > t0

�
w(x, t0) = ut0(x)1I0(x, t0)

�P�W�v�=���=�CB
x ∈ ℝ

D »9�}��¾

�C���=�u�Ü�`����Ô��TIý�E�S���=�`���W�
f0
���v�=���`���=�|�`�`�`���=�`�JBJ�<�W����<���f�W�v�`�`�`���=�`�JBJ�<�W�����HIK«

³°�������S���u�v�`µH�<�<�z�8�HµS�u�Wµ_�8���8�`���W�+�8�H�`���v�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�òµH�=�`�z���u�ç�u�Ü�<�W���`�`�`���=�°�8�z���u���u�<�=���<�ç�`�`�c�8�S�����
T0
�C���`���_�W�u�

I0
Db�« �«

w(x, t) = u(x, t)
�W���`���n�`�`�c�8�S�����

T0
«2²b�=�

�(f, ∥u∥L∞) > 0
�H�2�`���q�8�S�����

�H�=�½�å�<�=�ý�`���v�_�W�u�
I0
�8���q�`���|�-�c�8���W�_�8�H�u�=���q�=���«$³°���±�8�S�����

�
�S�=µH�=���S�ò�W�S�JBq�W�

f
�8���x�W� ∥u∥L∞

D
�`�����<�v�`���j�`���WµH�|�8�b�`���v�x�}I-���x�8�H�W�å�`���v�z���S���x�8�K�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���±�8�b�`���|µS�u�W�S���=�(�S�H�����<�å�`�S���°�8�S������«
F ���S�H�����Ü�`�����WµH�=�J�`�`�c�8�S�����

T0 := Tb0(x0, t0) = {(x, t) : ∣x−x0∣ < b0
�8���

0 < t− t0 < tan � ⋅min{x−x0+ b0, x0+ b0−x}}
S B,�`���x�x�}I-���f�S��µS�`�����=��µS���LD~�`���x���8�����<�f�8�

u
���
T0

�8�u�x�<�W���`�u�W�����<���MB �`���q���8�����<�2�8�
ut0

�W�
I0
«

�]�W�u�<����=�ç�å�°�x�Bz�8µSµS�JBf�`���C�`�:�8�u�=�q�=���ò�8�H²b�=�z�x�"�-« �j�W�
T0
D��`�����<�°�`���v®°�8���u�MBnµS�u�W�S���=�¿»9�}��¾r�_�W�

�=���`���=�~�v�`�`�`���=�`�JBÜ�<�W�����HI2�W���v�<�W����<���,Ô��TIK«=A½�fµ_�8�`�`���=�S�c�8�����f�W�S�r�`�`�c�8�S�����
T0
�`���=�u�å�HI-���`�u�r�8�n�8�r�q���`�

�g�
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�<�W�S���:�8�S���|�u�=�
S0
�<�W���`���`�`���S�f�8�

� ∈]t0, t0+b0 ⋅tan �[
�`���u�q�`�_�8�$�`���v�u�W���S�`���W�q���~���W�

SBV (Ω� ∩T0)
«

�¶uE�M� Á ��¤j�`���S�¤Q��u�=µ �TDC�å�,�<�W���`�`�`���=�J� �`�`�c�8�S�������P�W�J�8���j�`����µH�W�����u�+�8�
Ω∖C «§²b�=� B �H�	�`���

�u�=�±�8�å�8����µH�W�����u�±�8�
Ω∖C D_�C�S���u� �8�u�2�<�W���:�8�����<�,�����8�|����W�`�±�W���2�8�ò�`�S���|�`�`�c�8�S�����z�8���]�-���F���S� Ω∖C�����u�z�`���Ü�½�å�x�`�S���u�=�u�
B
�8���

C ′ := Ω∖(C ∪B)
D-��« ��«

Ω∖C = B ∪C ′ «
íÌ®~�$|  Ê¶Ó~È	Ó ð ¾S¸Ü¿¸=¼ {� ∈ ℝ

+ : {t = �} ∩C ′ ∕= ∅} ¹c¿�»�¼òÁqÀ8¿=¼åºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸È
¹ Æ`ÀÀ�óÈ|�j�u�`�S�q���`�_�8� {t : {t = �} ∩ C ′ ∕= ∅} ���|���W�±�<�W�S���:�8�S����«±²b�=� {P�} = {(x�, ��)} ⊂ C ′ �H��x�`�S���u�=�j�8�

C ′ ⊂ Ω∖C D��`���u�]�`�_�8� �� ∕= ��
�C���=���=���=�

� ∕= �
«j�]�W�u�<����=�ED����=� {P k

�} = {(x�, ��) :
b(x�, ��) ≥ 2−k} ⊂ {P�}

�H�z�`���q�`�S���u�=�u�f�8�C�`���zµH�W�����u�EDb�P�W���C�S���u���`���z�_�W�u�x�8�°�`���q�`�`�c�8�S�����q���
�c�8�`���=�°�`�_�8�

2−k+1 DF�C���=�u� k ∈ ℕ
«�S Bý�W�u�`�S�zµS�`���W�+�`���=�u�±�HI-���`�u�C�"��IS�<�

K ∈ ℕ
�`���u�J�`�_�8�

#PK
�

���
�S���<�W�S���:�8�S���x�8���]�`�����±�`���n�u�=�

PK
�

�<�W���:�8�����f�8���W�<�=�S�f�S�c�8�`���W�!µH�W�����
p = (xp, �p)

«�³°�S���j���zµS�����<�
�`�_�8�|�`���=�u�2�HI-���`�u�j�q�u�º����=���<� {pj}j := {(xj , �j)}j∈ℕ ⊂ PK

�

�8�çµH�W�����u�|���
C ′ D��C�S���u�,�<�W�����=�`���<�±�u��`���±�W�<�=�S�f�S�c�8�`���W�JµH�W�����

p
«~�]�W�u�<����=�ED��8�MBqµH�W�����

pj
�8�b�`�S���°�u�º����=���<�j��8�S���W�°�H�|�<�W���:�8�����<�+���x�`���

�`�`�c�8�S�����
Tp := Tb(xp,�p)(xp, �p)

Db�`�����<�n�MB,�S�H���S���`���W�Q�8�MB]µH�W�����f�8�
C ′ ��8�S���W�������n�����u���ý�`�`�c�8�S������«F ���`���=�]�_�<���f�`�_�8�j�`���f�u�º����=���<� {pj}j �8µSµS�u���W�u���<� p �E�u�W�*�H�=����"D���« ��«

�j < �p
�P�W�j�=���=�CB

j > J�C���`�
J
�S���x�=���W�S����D_�8���	�`���±�`�`�c�8�S�����<�

Tj := Tb(xj ,�j)(xj , �j)
�_�<���2�2�_�W�u�Ü�c�8�`���=�|�`�_�8�

2−K+1 �P�W���W�u�
j
«$³°�����ED��P�W�C�

J ∈ ℕ
�S���n�=���W�S���+�`���±�W�<�=�S�f�S�c�8�`���W�	µH�W�����

p
�H�=���W�S���å�u�f�`���|�`�`�c�8�S�����<�

Tj
�P�W�

�8���
j > J

«ç³°�S���C���|�z�<�W���`�:�W�-���=�`���W�]�u�
p ∈ C ′ «

�¶uE�M� Ê �ò®å����=�|�C���`�	�`�`�c�8�S�����<�«
S B��S�H���S���`���W��D|�=���=�CB

(x, t) ∈ B
�����<�x�����u�¨�8�x����W�`�ý�W�����`�`�c�8�S�����

T0
�P�W�+�

(x0, �0) ∈ B
«ª³°���

�u�=�
B
���Ü�`���=�!�<����=�u�<���MB �x���8�z���JB,�8�å�`�`�c�8�S�����<� {T�}� «�A½�,µ_�8�`�`���=�S�c�8�f�å�q��8� �����!�+�<�W�S���:�8�S����`�S�-���8�z���JBJ�8�~�`�`�c�8�S�����<� {Ti}i ⊂ {T�}�

�C�S���u�]�<����=�u�
B
D-��« ��«

B ⊂ ∪i Ti
«�F �Ü����/�-���F���S�

Ω
���`���S�

�`�����u�=�u�C�S�H�����<�]�8�H����L�

Ω = (Ω∖C) ∪ C = B ∪C ′ ∪ C ⊂
∪

i

Ti ∪C ′ ∪ C.

 ��W�|�=���=�CB
� ∈ ℝ

�å���_�<���Ü�`�_�8�E�
�ç�MB�®ò�c�8���¿�-« �2�`���Ü�u�=�

SC′ = {t : {t = �} ∩ C ′ ∕= ∅} ���|�8�C�q���`�|�<�W�S���:�8�S��� ��ç�MBJ²b�=�z�x�µ�-« �2�P�W�v�=���=�CB
Ti
�`�����u�=�

Si := {t : ut /∈ SBV ({t = �} ∩ Ti)}
���|�8�C�q���`�|�<�W�S���:�8�S����«

³°�����ED-�P�W�v�=���=�CB+�`���q�
� /∈ S := SC′ ∪

(∪
i Si
) �å�Ü�_�<�����`���j�P�W������C���S�x�����º��_�8�����OB¶�

∣Dc
xu� ∣(Ω ∩ {t = �}) ≤ ∣Dc

xu� ∣
(∪

i

Ti ∩ {t = �}
)
+ ∣Dc

xu� ∣(C ∩ {t = �}) ≤

≤
∑

i

∣Dc
xu� ∣

(
Ti ∩ {t = �}

)
+ ∣Dc

xu� ∣(C ∩ {t = �}) = 0.

�|���_�u�=�`�q�å���ý�`���j�`�S�¯���8�S���`�ý�MBx²b�=�z�x�Ì�-« �2�8���x�`���j�u�<�<�W���x�u�=�`� ���°�º��_�8�_�u��¸�=�u�f�MB+®ò�c�8��� �-« À-«
²b�=�`�`���S�

Ω� = Ω ∩ {t = �} �å���_�<�����`����C�	�`�_�8� ∀� ∈ ℝ∖S �`���±�P�W������C���S�q���W���S�E�

u� (.) = u(., �) ∈ SBVloc(Ω� ).

`zçX� ö ê�8y�<\¶ê@\	?L3�ê�] ?L3z3=6O@(¸�3�ê0?@[,8=�Rê�3z3�¸"3�¸�÷�[,8$3�ê�85< `zçXW
A½�+�`���j���<�W�q�=�`�`���±µS�u�F�8�~�8���`���j�x�8���J³°���<�W�u�=� ���w � � �`���±�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�|�8���`���±�=���`�u�WµMB+�u�W���S�`���W���
�8�C�`���x�u��8�c�8�2�<�W���u�=�`���8�`���W�!�c�<�v��»½ÀL��¾±µS�c�B��<�Q�ý�E�S�����8�q�=���:�8�°�u�W����«+¤j�`���S�	�`���q���F�F�!�8���!�`���zµS���
�`�`�`���=�`�S�u�q�8�C�`���<�u�z�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�2�����°�W��µH���u�`���S���n�u�	�S�H�����x�+�q�W���W�u�W���q���<�W�q�=�`�`���z�E�S���=�`���W�_�8�9D

�L�
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�C�S���u�"Põ�S�zµ��$�C���=�ý�f®°�8���u�W�çµ_�8�`�å�8µSµH��8�u�ç���q�`���C�u�W���S�`���W�b«R�|���v�8�H�`���C¢���Bn²b�=�z�x�W�ç�°�W�ç�`���e�j�8�
�=�u���u�`���S�W�½©$�u�WµH���`���`���W�¬»E�u�<�ç©$�u�WµH���`���`���W�Ì�-« �C�8�� � � ¾HD�C�S���u�f���zµS�����<�b�`�_�8�b�½�å�|�-�bGK�=�u�=�����u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�
�1 : [0, �1] → ℝ

D
�2 : [0, �2] → ℝ

��8�S���W�2�=�u���u�Ü�P�W�2�8���
t ∈ (0,max{�1, �2})

«+³°���q���=���=�:�8���J¸�<�
�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�	�8�n� �_�8�c�8���<�]�c�<�v� »9� � ¾q�C���`���u�W�S�u�<�]�u�=�`�

g
�8�u���������=���=�:�8�±���!�q�W�u�,�`�`�:�8�������

�������<�ED_�S�S�j�MB	³°���<�W�u�=� �-« �z�å�f¢F����/�`�_�8�j�`�����j�8�½�=�u���u�`���S�xµS�u�WµH�=�`�OB��`�`���������W���S�v�P�W�|�½�å�+�-���`�`�����=�
���=���S�����j�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�«,S B2�`���v�°�B�D��P�W�ò�=���=�CBnµH�W�����

(y, �) ∈ ℝ×ℝ
+ �`���C�z���S���x�8�K�8���z�x�}I-���x�8��_�W�u¢F�°�8�u���u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�,�8�u�]���=���S�����!�8�����`���=�ª�`���w�j�8�½�=�u���u�`���S�¨µS�u�WµH�=�`�OB����	�W�u�`�S�u�<�K« ³°�S���

�`�S�����<�`�u�v���C�`�_�8�v�`�����<�W���`�`�`���=�`���W�]µS�u�WµH���u�<�J���� � � �`�`�����b�å�W�`¢-�|�=���=�J�P�W�|�º��_�8�`���W���Ì»9� � ¾C�8���J�`�_�8�
�å�v��8�z�`�CB2�u�±�u�<�`�:�8�u�°�`���C�x�8���q�`�u�=µ��ç�8�H�`���C�W�`�������_�8��µS�u�F�8�P�«�A½�zµ_�8�`�`���=�S�c�8�ED-�|���<�W�q�=�`�`���j�8µSµS�u���W�u�
�u�z�W�S�CµS�u�W�S���=� �x�8¢��Ü�u�=���u���8���+���J�`�S���v�u�<�=�`���W�J�å�Ü�`�_�8���K�`���=�	�����`�u�F�-���<�f�2���<�W�q�=�`�`���±�E�S���=�`���W�_�8�
�S�H�����<�x���`���S�f�`���|���=���=�:�8���J¸�<�+�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�«�F �v�H�=�����x�MBq�����F���S�2�u�W�q�vµS�u�=�����z���_�8�CBý�S�H���S���`���W���
�8���JµS�u�WµH���`���`���W���EDS�C�S���u�]�8�u�Ü�����`µS���u�<�J�u�z�`�����u�±µS�u�<�u�=���u�<�	���� � � �
2��@?�t�|¯u}|~w	t Ê¶Ó §KÓ F ®ò�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���x�<�W���<�f�8�����_�W�u�<��G�È��r¸=¼

� > 0
È8EbÀWÆ

� ∈ [0, � ]
¼4¾S¸ý�_�W�u¢F�°�8�u�

�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���z�<�W���
C�
y,�

¸5Áq»�ñ�»�¼E¹~ñ�ò�ó5Æ`ÀWÁ
y ∈ S� := {x ∈ ℝ : u(x−, �) ∕= u(x+, �)} ¹c¿n·�¸X6,ñH¸`·»8¿�¼4¾S¸2À ÷ ¸HñÅî×¼EÆ5¹P»�ñ�òWÄ�¸lî°¾-»WÅ¹~ñ�ò

(y, �), (�−(�; y, �), �), (�+(�; y, �), �)

»8¿|ÅW¸5Æ=¼E¹Pº:¸:¿È ð ¾S¸±�_�W�u�qÀ�ó±»qº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹PºfºuÀ�ñH¸�»�¼~¼E¹4Áx¸ � ∈ [0, � ]
¹c¿±·�¸X6,ñH¸`·q»8¿±¼4¾S¸ÜÀ ÷ ¸Hñ	¹~ñ_¼½¸5Æ5Å8»WÄ�9

I�y,� :=]�−(�; y, �), �+(�; y, �)[.

®z¸�ñ�À�¼½¸�¼4¾-»�¼ò¼4¾S¸fº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹PºzºuÀ�ñH¸:¿2»WÆu¸fºuÀ�ñ�6,ñH¸`·JÃ5ÂqÁn¹~ñ�¹4Áq»WÄb»�ñ�·zÁq»EùW¹4Áq»WÄ�Ã`»�ºHúL�ò»WÆ`·Jº5¾-»WÆ`»�º�õ
¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº5¿'4~�~¾�¹Pº5¾	»WÆu¸Zò�¸Hñ$ôF¹~ñH¸È ð ¾S¸Hñ54ò·�ô�¸�¼�Àx¼4¾S¸ ç À�õõº=Æ`À8¿:¿5¹~ñ�ò ÷ Æ`À ÷ ¸5Æ=¼EÂýÀ�ó+ò�¸Hñ$ôF¹~ñH¸fº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº5¿¼º�òÀ,·W¹ Áj¸5Æu¸Hñ_¼ÜºuÀ�ñH¸:¿

C�
y1,�1

»�ñ�·
C�
y2,�2

F ÀWÆx¼º�òÀ]·W¹ Áj¸5Æu¸Hñ_¼�Ã`»8¿¸:¿
I�y1,�1

»�ñ�·
I�y2,�2

G�»WÆu¸J¸5¹E¼4¾S¸5Æ+À�ñH¸
ºuÀ�ñ_¼�»W¹~ñH¸`·x¹~ñ,¼4¾S¸2À�¼4¾S¸5Æ2ÀWÆf·W¹c¿X»<ÀW¹~ñ_¼½È
®z¸2·�¸X6,ñH¸2»WÄ ¿<À

C�
� :=

∪

y∈S�

C�
y,�

»�ñ�·
I�� :=

∪

y∈S�

I�y,� .

) �� ¦��v��ÙÊ¶Ó × »9�|�+�`���jµ_�8�:�8�q�=�u�=�
�
¾ Ó Ç ÷ Æ5¹PÀWÆ5¹	�å¸�ºu»�ñ$ñ�À�¼zú}ñ�À���¹ óÜ»zÁq»EùW¹4Áq»WÄrÃ`»�ºHúL�ò»WÆ`·+º5¾-»WÆ`»�º�õ

¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pºq»�ñ�·+Án¹~ñ�¹4Áq»WÄ�À�ñH¸2¿=¼�»WÆ=¼E¹~ñ�ò�ó5Æ`ÀWÁ ¼4¾S¸f¿<»WÁx¸ ÷ ÀW¹~ñ_¼ (y, �) �òÀ�ôFÄ�·J¹~ñ_¼½¸5Æ:¿¸`º<¼|»�¼ t = 0
È ð ¾Mô�¿'4�å¸v¹~ñ_¼EÆ`À·�ôSº:¸±¼4¾S¸ ÷ »WÆ`»WÁx¸=¼½¸5Æ � > 0

¿HôSº5¾q¼4¾-»�¼~»WÄ4Ä�¼4¾S¸±Ã`»8¿¸:¿±À�óv¼4¾S¸±º5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹PºÜºuÀ�ñH¸:¿
C�
y,�

¾-»WÅW¸±»
¿=¼EÆ5¹Pº<¼ ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸ÜÄ�¸Hñ�ò�¼4¾SÈC¶`ñ�µ�O�¶Ü¼4¾S¸fº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº5¿2»WÆu¸±¿=¼EÆ`»W¹Jò8¾F¼çÄ ¹~ñH¸:¿'4ç¼4¾S¸Hñ]¹E¼	�ò»8¿ ÷ À8¿:¿5¹�Ã5Ä�¸�¼�Àn¿¸5Ä�¸`º<¼
� = 0

È ¯ ¹~ñ�º:¸C¾S¸5Æu¸ �å¸C¾-»WÅW¸±¼�À+�òÀWÆ`ú$�$¹E¼4¾qº5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº5¿'4~�~¾�¹Pº5¾z¹~ñµò�¸HñH¸5Æ`»WÄH»WÆu¸Üº�ôFÆ5ÅW¸:¿'4	�å¸±ºu»�ñ$ñ�À�¼
Æu¸Cö�ôF¹4Æu¸n¼�Àz¾-»WÅW¸

� = 0
�$¹E¼4¾-À�ô-¼å»+·�¸u¸ ÷ ¸:¿=¼å¹~ñ�ÅW¸:¿=¼E¹Jò�»�¼E¹PÀ�ñHÈ

A½�2���2¢F����C�¨�`�_�8�z�=���`�u�WµMBQ�u�W���S�`���W���
u(x, t)

�8�²»9� � ¾2�8�u�
BV

�E�S���=�`���W���« �]�W�u�<����=�ED$�P�W�n�=���=�CB
t�`���j�E�S���=�`���W�

u(., t)
���v�8���u�

BV
�W�

ℝ
�8���+�`���=�J�MB »½�L��¾ò�å�Ü��8�	�`µS�����

Dxu(., t)
���J�`�S�u�<�±�f�S�`�_�8���JB

�`���S���S�c�8�vµ_�8�`�u�E�
Dxu(., t) = Da

xu(., t) +Dj
xu(., t) +Dc

xu(., t) ��W�°�<�W�����=�S���=���<�j�å�j�S�=���W�u�j�MB
�t := Dc

xu(., t)
�`���Ü®°�8���u�W�°µ_�8�`�°�8���x�MB

�t := Dj
xu(., t)

�`���,Põ�S�zµ
µ_�8�`�«ZA½���º��_�8�����OB)»½�L��¾C���zµS�����<�j�`�_�8�j�`���2�`���S���S�c�8�j�q��W�`�S�u�<�

�t
�8���

�t
�8�u�f�H�W�`�]���W�SµH���`���`������«ZF �

�u�<��8�����8���u�n�`�����u�=�z�Y���q�W���W�u�W�S���=���OB��8�
u(., t)

�`�_�8�v�������<�

u(y+, t)− u(x−, t) = Du(., t)([x, y])
�C���=���=���=�

x < y.
»9����¾

 ����_�8���JB �å�ý�`�:�8�u�q�`�S�u�<�x�u�<�u�S�S����8�°���=�z�x�W�ED~�C�S���u�¨�8�u�x�u���<�W�zµ_�8�u�ý�C���`�Q�<�`�`���x�8�u�<�¬»½�-« ��¾HD+»½�-«J� � ¾
�8���	²b�=�z�x�µ�-« �z�8�1 � � «

�LÀ
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t = �

t = �

t

x

S�

(y, �)

C�
y,�

I�y,� I�z,�

(z, �)

�+(t; y, �)�−(t; y, �) (w, �)

C�
w,�

C�
w,� ⊂ C�

z,�

C�
z,�

 ������S�u���T�ò®ò�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���f�<�W���<�j�8���+�_�W�u�<�«

³,�� ( ¦�ÙÊ¶Ó�TqKÓ �r¸=¼
� > 0

È±¶¯ó
y ∈ S�

4å¼4¾S¸Hñ�ó<ÀWÆn»WÄ4Ä
� ∈ [0, � ]

¼4¾S¸5Æu¸q¸CùW¹c¿=¼4¿n» ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸nºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼ cj¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼
ℒ1(I�y,� ) = �+(�; y, �)− �−(�; y, �) ≤ −cj�� ({y}).

»9��À�¾
³,�� ( ¦�(Ê¶Ó�5�5Ó �r¸=¼

�0 > 0
È ð ¾S¸HñÌó<ÀWÆ ��0 õõ»�È4¸È x ¼4¾S¸5Æu¸n¸CùW¹c¿=¼4¿ � := �(x, �0, �) > 0

¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼

]x− �, x+ �[⊂ I�0�
ó<ÀWÆ

� > �0.

2��@?�t�|¯u}|~w	t¤Ê¶Ó���¶Ó ®z¸�·�¸Hñ�À�¼½¸2Ã5Â
E
¼4¾S¸±¿¸=¼òÀ�ó

x
� ¿zó<ÀWÆ �~¾�¹Pº5¾��r¸5ÁnÁq»
í�ÈXK@Kq» ÷�÷ Ä ¹�¸:¿�»�ñ�·n¿HôSº5¾J¼4¾-»�¼

lim
�↓0

∣Du(., �0)− ��0 ∣([x− �, x+ �])

−��0([x− �, x+ �])
= 0.

»9�L�L¾

³°����S°�<�`���<��F���u�u�!�-�bGK�=�u�=���`�c�8�`���W�!�`���<�W�u�=� �������<�Ü�`�_�8�
��0(ℝ∖E) = 0

�8�����C���`�l»9����¾|�å�n�_�<���n�P�W�
�=���=�CB

x ∈ E
�`�_�8�

lim
�↓0

u((x− �)−, �0)− u((x+ �)+, �0)

−��0([x− �, x+ �])
= 1.

»9��©�¾

³,�� ( ¦�>Ê¶Ó�TªKÓ �r¸=¼
�0 > 0

È8EbÀWÆý¸5ÅW¸5Æ5Â
x ∈ E

4=ó<ÀWÆý¸5ÅW¸5Æ5Â F ¿HôH��º=¹�¸Hñ_¼EÄ ÂJ¿5Áq»WÄ4Ä G
� > 0

¿HôSº5¾ ¼4¾-»�¼
x± � /∈ S�0

»�ñ�·+ó<ÀWÆf»WÄ4Ä
� ∈ (0, �0]

4ò¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿f» ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸2ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼ cc(�) ¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼

ℒ1(J�
x,�) = �+(�;x+ �, �0)− �−(�;x− �, �0) ≥ −cc(�)��0([x− �, x+ �])

�~¾S¸5Æu¸
J�
x,� :=]�−(�;x− �, �0), �+(�;x+ �, �0)[

È
�j�W�u�2�`�_�8�±�`���2µS�u�F�8�P�±�8�ò�`���<�u�2���=�z�x�W���8�u�2�����`�u�<�]��� ®ò�_�8µS�u�=���-« À+�8���]�`�_�8�±�u�ý���=�±�`���<�u�2�u�<�`�S���u�
�å�Ü�C�����b���u�±�`�����<�`�`���x�8�u���8�$³°���<�W�u�=�¿�-« ©-«

���
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`zçK� ö ê�3z3�¸"3�¸�÷�[,8$3�ê�85< `zçXW
�¶uE�M� �5î ©$�u�=�����z���_�8�CBJ�u�=�x�8�`¢-�«
²b�=�ç������I

(�, �) ∈ Ω
�8���x�j�:�W�-�����

r
�`���u�q�`�_�8�ç�`���C�_�8���

Br(�, �) ⊂ Ω
«~³°�_�8�S¢-�ç�u�Ü�`�������S���u�v�`µH�<�<�

�8�vµS�u�Wµ_�8���8�`���W��Dç�`���=�u�ý�HI-���`�u�n�	µH���`���`�����
�
�`���u�Q�`�_�8�2�`���x���8�����<�n�8�

u(x, t)
���!�`���x�_�8���

B�(�, �)�S�=µH�=���	�W�S�JBJ�W�J�`���Ü���8�����<�v�8�
u
�W�	�`���Ü�u�=���q�=��� {t = � − 2�} ∩Br(�, �)

«,A��~�å�Ü�C�`���u�
w
�P�W�C�`���

�=���`�u�WµMB	�u�W���S�`���W���8�~�`���ÜµS�u�W�S���=�
{
Dtw(x, t) +Dx[f(w(x, t), x, t)] + g(w(x, t), x, t) = 0,

�P�W�
t > � − 2� �

w(x, � − 2�) = u(x, � − 2�)1Br(�,�)(x, � − 2�),
�P�W�v�=���=�CB

x ∈ ℝ
«

�å�ý���=�n�`�_�8�
w = u

�W�
B�(�, �)

« F �J�8���u�����W�u�ý�`�_�8�
w(., t) ∈ BV (ℝ)

�P�W�n�=���=�CB
t > � − 2�

«
³°�����C���C�`�Tïx�<�<�°�u�nµS�u����±�`���±�`���<�W�u�=� �S���S�=�C�`�����W�S�-���`���W�_�8���W�u�`�S�zµS�`���W���°�`�_�8�

Ω = {t > 0} �8����`�_�8�
u(., 0)

���n�	�H�W�S���S�<�Q�<�W�zµ_�W�=�`�JB��`�SµSµH�W�`�u�<�
BV

�E�S���=�`���W�b«¦Q������<�x�`���x�E�S���=�`���W�
u(., 0)

�_�W�
�<�W�zµ_�W�=�å�`�SµSµH�W�`�ED��å�C¢F������`�_�8�ç�`���=�u�v�HI-���`�ò�<�W���`�:�8���u�

R
�8���

cR
�`���u�q�`�_�8�ò�`���v�`�SµSµH�W�`�ç�8�

u(., t)���v�<�W���:�8�����<�	��� {∣x∣ ≤ R} �8���
∣Du(., t)∣(ℝ) ≤ cR.

�¶uE�M� �¶î �±�H���S���`���W���8�~�`���Ü���<�W�q�=�`�`���Ü�E�S���=�`���W�_�8�
F �(t)

«
 ��W�j����IS�<�

� > 0
�å���S�H�����Ü�`���±�E�S���=�`���W�_�8�

F � : [�,∞[→ ℝ
+ �W�°�P�W������v�

F �(t) := ℒ1(I�t ) =
∑

y∈St

ℒ1(I�y,t)

�C���=�u�|�`���j�u�<�<�W���ý�º��_�8�����OBq���W���S�å�MBq�`���B�j�8�½�=�u���u�`���S�2µS�u�WµH�=�`�OBx�8�b�`���j�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�«�>±�<�W�q�=�`�`�Y�
��8���JBq�`���v�E�S���=�`���W�_�8�

F �(t)
�q��W�`�S�u�<�å�`���|�u�W�:�8�H���=�S���`�+�8�r�`���|�_�W�u�<�C�8�å�`���q�

�
�8�~�8���H�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���

�<�W���<�2�<�W���:�8�����<�����
C�
t

«&F����`��²b�=�z�x�7�-«J� � �å�x�W���u�=�`���x�`�_�8�f�`�S���Ü�E�S���=�`���W�_�8�å�����H�W�S���S�<� �E�u�W�
�8�H����L�

F �(t) ≤ −cj�t(ℝ) ≤ cj ∣Du(., t)∣(ℝ) ≤ cjcR
�P�W�v�=���=�CB

t ∈ [�, T ].
�]�W�u�<����=�EDK�`�S���j���<�W�q�=�`�`���2�E�S���=�`���W�_�8�~���j���W���S�<�=�u��W�`���S��«�³°�S���±���Ü�x�<�W���u�º����=���<�n�8�ò�`���f���W�=�j�`�_�8�
�P�W���=���=�CB

� ≤ t1 ≤ t2
�å�z�_�<���z�`�_�8�

I�t1 ⊂ I�t2
«n�j�u�`�S�z���S�J�`�_�8�Ü�`���=�u�q�HI-���`�u�

x ∈ St1
�`���u���`�_�8�

x ∈ (It2t1 )
c Dò�`���=���`���	�`���F�u¢ s(t) µ_�W�u�`���S� �`�S�u�W�S��� (x, t1)

�å�W�S�����H�+���W�x�=���`���u�=�JB��<�W���:�8�����<�����
�`���J�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���	�<�W���<�

Ct1
t2

«(Så�S�z�MBQ�S�H���S���`���W���8�±�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���	�<�W���<�x�8���Q�`���(�j�8�½�=�u���u�`���S�
µS�u�WµH�=�`�OB�Dò�=���=�CB��`���F�u¢ ���

ℝ × [t1, t2]
���n�=���`���u�=�JBQ�<�W���:�8�����<�Q���

Ct1
t2

«,³°���=�u�5�P�W�u�LD
St1 ⊂ It1t2

�8���
�8���8�����-���Ü�u�n�`���$�j�8�½�=�u���u�`���S�qµS�u�WµH�=�`�OB+�å���<�W���=�����S�Ü�`�_�8�

I�t1 ⊂ I�t2
«zF ���`�:�8�u�

³,�� ( ¦� Ê¶Ó��Á�Ó EbÀWÆB6�ù�¸`·
T ≥ � > 0

¼4¾S¸�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ�»WÄ
F � : [�, T ] → ℝ

+ ¹c¿Ïñ�À�ñ�·�¸`º=Æu¸`»8¿5¹~ñ�ò!»�ñ�·
Ã`À�ô�ñ�·�¸`·�ó5Æ`ÀWÁ »�Ã`ÀWÅW¸È
�|���±�8���`���j¢���Bx�u�=�x�8�`¢-�°�8���`���jµS�u�F�8���������=�+���w � � �°�W�°�`���±�<�W�S���<�=�`���W�	�H�=�½�å�<�=�J�`���RPõ�S�zµ��C�8�r�`���
���<�W�q�=�`�`���v�E�S���=�`���W�_�8�H�8���q�`���j®°�8���u�W�åµ_�8�`�u�å�=�u��8�u�<�q���q�`���|�u�W���S�`���W�b«zF �v��8�x�`�CBn�u���S�<�u�=�`���H�v�`�S���
���<�W�q�=�`�`���°µS�u�F�<�<�u�$�W���P�W������v�E�b�C���=�x�±®°�8���u�W�$µ_�8�`�$���~�=�u��8�u�<�2���n�`���°�u�W���S�`���W�x�8���`���q�

�0
DW�`�S����µ_�8�`�

���C�`�:�8���õ�P�W�`�q�<�]�s�E�u�=�j�8�	���T���S���u�<�`���x�8�r�`���q�Ü�����u�x�u�=���=�:�8�r�`�x�8����Põ�S�zµ��«ò³°�����`�S�*�8�~�`���Ü�q��W�`�S�u�<�
�8�r�`���<�u�RPõ�S�zµ��°�������Ü�2�<�W���`�`���S�S�`���W�	�S���z�=���W�S���J�u�2�x�8¢��j�`���j���<�W�q�=�`�`����8�K�E�S���=�`���W�_�8�TPõ�S�zµ	�8�

�0
«

�j���Ü�u�q�`�����`���z���c�8�j�<�W���`�`�`���=�`���W�]�8�ç�W�S�v�E�S���=�`���W�_�8�
F �(.)

�8���J�`���f�W�`�������_�8�b�E�S���=�`���W�_�8���S�H�����<�����
 � � D��å�f��8���S�`�����J¸���`���f�:�8�q�Ü���S��z���=�u��«°³°�S���v�q�W�`�����8�u�<�±�²���u�`�v�u�<�-���=�`���W�,�8�ç�W�S�vµS�u�W�S���=� �u�z�`���
�P�W������C���S�ý²b�=�z�x�T�
³,�� ( ¦�(Ê¶Ó��Ê¶Ó EbÀWÆf»�ñ�Âq¹~ñ_¼½¸½ò�¸5Æ

k
�å¸Ü¾-»WÅW¸

�0 ≥
T

k
> �

»�ñ�·
��0(ℝ) ≤ −1

k
⇒ F �(�0+) ≥ F �(�0) + cF (�)

�L©
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�~¾S¸5Æu¸
cF (�)

¹c¿Ü»n¿=¼EÆ5¹Pº<¼EÄ Â ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸fºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼~�~¾�¹Pº5¾J·�¸ ÷ ¸Hñ�·8¿fÀ�ñ ∥u∥∞, T, k, f, g
»�ñ�·xÀ�ñ]¼4¾S¸�º5¾-ÀW¹Pº:¸

À�ó
� > 0

È
®ò����8�`�JB�D�²b�=�z�x�Ï�-«J���ý�8���	²b�=�z�x�µ�-«J�E�n���zµS�JB+�`�_�8�j�8���b�u�=�u�

{
� ∈

[T
k
, T
[
: �� (ℝ) ≤ −1

k

}

�8�u�����S���u��«
�¶uE�M� ªKî ©$�u�F�8�$�8�$²b�=�z�x�Ï�-«J�E�-«
A½�Q�`�S���z�`�u�=µQ�å�J�`�_�8���°�x�8¢��+���u�+�8�|�`���+�`�S�u�<�ý�u�<�u�S�S����8�|²b�=�z�x�W�Ï�-«J� � D �-«J�L�	�8���Ò�-«J�E�-«(F �Ï��I
� > �0 ≥ T/k ≥ �

«|²b�=�
x ∈ E

D��C���=�u�
E
���j�`���2�u�=�±�S�H�����<�]�MB�²b�=�z�x�¬�-«J� � «f®å�W���u�º����=���`�JB��u�

²b�=�z�x�Ï�-«J�E�TD-�P�W�
� > 0

�`�x�8���b�=���W�S�����å�Ü�_�<���Ü�`�_�8�

ℒ1(J�
x,�) ≥ −cc(�)��0([x− �, x+ �])

»9����¾
�C���=�u�

J�
x,� :=]�−(�;x− �, �0), �+(�;x+ �, �0)[

«�S Bz�`��� �j�8�½�=�u���u�`���S�2µS�u�WµH�=�`�OBý�8�r�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�
�å�	¢F����*�`�_�8�

J�
x,�

��8���W�S�JBQ�����u�=�u�u�<�=�x�`���	�_�W�u�<�x�8�±�`�����<�W���<�
I�y,�0

�=�x�8�_�8�`���S�!�E�u�W���,µH�W�����
y ∈ [x− �, x+ �]

D��u�n�`�_�8�v�u�<��8�������S�ý²b�=�z�x�µ�-«J� � ���°�P�W������v�v�`�_�8�

ℒ1(J�
x,� ∩ I��0) =

∑

y∈S�0∩[x−�,x+�]

ℒ1(I�y,�0) ≤ −cj��0([x− �, x+ �]).
»½© � ¾

®å�W�f�S���S���S� »9����¾C�8���(»½© � ¾å�å�������J�`�_�8�C�P�W�|�8�MB
x ∈ E

�å�Ü�_�<�����`�_�8�

ℒ1(J�
x,�∖I��0) ≥ −cc(�)��0([x− �, x+ �]) + cj��0([x− �, x+ �]) ≥

≥ −cc(�)��0([x− �, x+ �])− cj ∣��0 ∣([x− �, x+ �]).
»½©T�}¾

 ����_�8���JB�DS�������W¢F���S�x�`���"S°�<�`���<��F���u�u���-�bGK�=�u�=���`�c�8�`���W�]�`���<�W�u�=� �8���+���	µ_�8�`�`���=�S�c�8�²»9�L�L¾HDS�å���W�S�:�8���

ℒ1(J�
x,�∖I��0) ≥ −cc(�)

2
��0([x− �, x+ �]),

»½©L��¾
µS�u��F���S�<�+�`�_�8�

�
���°�`�x�8���K�=���W�S���b«ç¤j�`���S�2�`����S°�<�`���<��F���u�u�	�<����=�`���S�z���=�z�x�TD-�å�±��8�	�<����=�

��0
�×�-« ��«

E
�C���`�Jµ_�8���`�C���u�Ü�-���P`�W�����°�����u�=�`���8���

K�
j,�0

:= [xj − �j, xj + �j ]
�`���u�J�`�_�8�"»½©L��¾°�8���ý�`���Ü�<�W���=�����`���W�

�8�ç²b�=�z�x�&�-«J�L���H�W�`�	���W���J�P�W�
x = xj

�8���
� = �j

«å³°�_�8�S¢-�|�u�z�`���+�j�8�½�=�u���u�`���S�xµS�u�WµH�=�`�OB��8���b�`���
�����u�=�`���8���

J�
xj ,�j

�8�u�Üµ_�8���`�C���u�f�-���P`�W�����j�8���J�u�<��8�������S�+²b�=�z�x�Ï�-«J�L�Ü�å�����W�u�Ü�`�_�8�±�8���b�`���<�u���u�=�u�|�8�u�
�<�W���:�8�����<�����

I��
«�A½��²b�=�z�x�7�-«J�E�	�å�ý�W�u�`�S�q�<�!�`�_�8� −��0(ℝ) ≥ 1/k

«	³°���=�!�P�W�2�8���
� > 0

�`���
�<�`�`���x�8�u�<�j�8�H����Ü���zµS�JB¶�

F �(�)− F �(�0) ≥
∑

j

ℒ1(J�
xj ,�j∖I��0) ≥ −

∑

j

cc(�)

2
��0([xj − �j , xj + �j]) ≥

≥ −cc(�)
2

��0(E) = −cc(�)
2

��0(ℝ) ≥
cc(�)

2k
=: cF (�).

»½©L��¾

�¶uE�M�>Á�î ³°�����=���J�8�~�`���ÜµS�u�F�8�`«
A½�7Q��u�=µ7�n�å�Ü�_�<���f�`����C���`�_�8�C�P�W�|�8�MB&��IS�<�

� > 0
�`���Ü�����u�=�`���8�

(�, T ]
�<�W���:�8�����±�z�u�=�

H�
DS�C�S���u�

���|�8�C�q���`�|�<�W�S���:�8�S���2�8���	�`���u�	�`�_�8�C�P�W�v�=���=�CB
� ∈ (�, T ]∖H�

�`���j�P�W������C���S�x���W���S�E�
u(., �) ∈ SBVloc(Ω�,�)

�C���`�
Ω�,� := {x ∈ ℝ : (x, �) ∈ Ω, � ∈ (�, T ]}.�j��"DF�å�j�<�W���`���S�=�ò�`���j�u�º����=���<�

(�n)n∈ℕ := T/2n
�8���q�å�j�S�H�����|�`���j�u�=�

S
�8�b�`���|�x�8���ý³°���<�W�u�=�

�-« �q�W�C�`���Ü�<�W�S���:�8�S���f�S�S���W���8�~�`���Ü�<�W�S���:�8�S���2�u�=�u�
H�n ⊂ (�n, T ]

DS�C�S���u�	���|�8���8�����<�W�S���:�8�S���L�

S := H0 =
∪

n∈ℕ

H T
2n
.

³°�S���v�<�W���=�����S�<�|�`���±µS�u�F�8�`«

�L�
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`zçL` ÷�[,8$3�ê�85< `zçX� \K2R:ù¿&3�ê�3=6O6�\¶ê�] `zçK�
³°���±µS�u�F�8�~�8�~³°���<�W�u�=�¿�-« �n�<�W�f�S�����<�v�`���±���S��W�v�8�~³°���<�W�u�=�¿�-«J���8���J³°���<�W�u�=� �-« �-«�F �±�u�=µH��8�C���
�P�W�C�`���Ü�u��W�S�=��� �|�<�W�����=�S���=���<��«
¹ Æ`ÀÀ�óÈ �¶uE�M� �5î  Q��`�`���=�`�JB��<�W����<���"Ô��TIK« � �j�v�����`����µS�u�F�8�ò�8�ç³°���<�W�u�=� �-«J�f���=�|�������u�`�j�`����§�`�_�8�
�`���=�u�2�HI-���`�u�j�z���F��8���JB

SBV
�=���`�u�WµMB��u�W���S�`���W���P�W�|�`����µS�u�W�S���=� �C���`���q�`�`�`���=�`�JB	�<�W����<����Ô��TIK«�S B

³°���<�W�u�=�Í�-« �2�å�Ü¢F������`�_�8�v�Y�
f(u(x, t), x, t)

���v�`�`�`���=�`�JB+�<�W�����HIJ���
u
�8���

C2 D-�`�����º��_�8�`���W�

Dtu(x, t) +Dx[f(u(x, t), x, t)] + g(u(x, t), x, t) = 0

�_�W�Ü�q���F��8���JB
SBV

�=���`�u�WµMB]�u�W���S�`���W�
u(x, t)

«�Q������<�
f1(u(x, t), x, t) := f(u(x, t),−x, t) ���±�8���8���

C2 �8���	�`�`�`���=�`�JBJ�<�W�����HIJ��� u �8��� g1(u(x, t), x, t) := g(u(x, t),−x, t) ��� C1 DS�`���Ü�u�W���S�`���W� u1(x, t)�8�
Dtu1(x, t) +Dx[f1(u1(x, t), x, t)] + g1(u1(x, t), x, t) = 0

»½©g��¾
���Ü�8���8��� �

SBVloc
�E�S���=�`���W�b«7�j�HI-�j�å�n�<�W���`���S�=�±�`���n�<�F�W�u�-���_�8�u�<�±�`�:�8���õ�P�W�`�x�8�`���W�

� : Ω → Ω̃, � :

(x, t) 7→ (y, t) = (−x, t) �8�����å��µS�S� f̃ := −f, g̃ := g
«ª³°���=���å�	�_�<���	�P�W�

ũ(y, t) := u1 ∘
�−1(y, t) = u1(−x, t)

�

Dtũ(y, t) +Dy[f̃(ũ(y, t), y, t)] + g̃(ũ(y, t), y, t) =

= Dtũ(y, t)−Dy[f(ũ(y, t), y, t)] + g(ũ(y, t), y, t) =

= Dtũ(−x, t)− (−Dx)[f(ũ(−x, t),−x, t)] + g(ũ(−x, t),−x, t) =
= Dtu1(x, t) +Dx[f(u1(x, t),−x, t)] + g(u1(x, t),−x, t) =
= Dtu1(x, t) +Dx[f1(u1(x, t), x, t)] + g1(u1(x, t), x, t) = 0.

»½©L��¾
³°�����

ũ
���°���u�W���S�`���W�+�8�r�Ü�_�8�c�8���<�j�c�<���C���`�+�`�`�`���=�`�JBq�<�W����<���ZÔ��TIz�E�S���=�`���W�+�8���ý�`�����<�

u1
���ò���F��8���JB

SBV
�`�S���°���zµS�����<�°�`�_�8�|�8���u�

ũ ∈ SBVloc
«$�]�W�u�<����=�ED

u1
���v�8�J�=���`�u�WµMB+�u�W���S�`���W�	�8��»½©g��¾å�8���J�`�����<�

�å�Ü�_�<���±�P�W�S���+�`���Ü�u�W���S�`���W�
ũ
�u�HÔ_�<�=�`���S�

u1
�8�H�W�S�C�`���

t
�×�}I-���EDS�W�C���J�`���±µS�u�F�8�$�8�~²b�=�z�x�Ï�-« �TD-�å�

��8���`������`�_�8�|�=���=�+�P�W�
ũ
�`���Ü�=���`�u�WµMB��8���J�`���$�j�8�S¢F�����5�ON|�S���W�S���W�|�<�W���-���`���W���|���W���K«

�¶uE�M� �¶î 
u(x, t) ∈ SBVloc(Ω� )

« � �°�f�`�S����µH�W�����2�å�x��8�!�u�=µH��8�f�`���x�<�W���`�`�`���=�`���W���������=����� �`���
µS�u�F�8�°�8�å³°���<�W�u�=�Ö�-«J��«f�j���2�u�ý�`���n�`�x�8���$���8�`�c�8�`���W���8�C�8���=���`�u�WµMB��u�W���S�`���W���å�n��8���u�<�`�`�`���=�±�`���
�u�W���S�`���W�

u(x, t)
�W�J�`�`�c�8�S�����<�

Tj
� �EDF�C���=�u�±�`���ZÔ��TIx�E�S���=�`���W�

f
���C�=���`���=�v�`�`�`���=�`�JBý�<�W�����HIJ�W�C�`�`�`���=�`�JB

�<�W����<����«+�|�<��8�������S�J�`�_�8�
C
���j�`���n�u�=�Ü�8�òµH�W�����u�

(xi, ti)
�C���=�u�n�`���n�u�W���S�`���W�,�_�W� Põ�S�zµ��±�W�±�_�W���

���8�����<���`���u���`�_�8�
fuu(u(xi, ti), xi, ti) = 0

Db�å�z�<����=�
Ω∖C �C���`�!�+�<�W�S���:�8�S���z���8�z���JB]�8�°�`�`�c�8�S�����<�

Tj
«� ��W�2�`���x�_�W�!µH�W�����u�f���W�n�<�W���:�8�����<�Q���Q�W���x�`�`�c�8�S�����ý�W�2µH�W�����u�n�8�

C
D��å�ý��8���u�<�`�:�8�u�J®ò�c�8���

�-« �	�8���Ù�-« À-«¬F �x�<�W���=�����S�ý�`�_�8�f�`���x�=���`�u�WµMB��u�W���S�`���W�
u(x, t)

���f���F��8���JB
SBV

�W�
Ω�

�P�W�2�=���=�CB
� ∈ ℝ∖S «�¶uE�M� ªKî 

u ∈ SBVloc(Ω)
« � ³°���f�`�����=���S�x�`���<�W�CB��:�B-�v�`�_�8�j�`���Ì�s�½�-���q�=���`���W�_�8�ò®°�8���u�W�jµ_�8�`�±�8�$�`���

�S�=�`�����8�`�����
Dxu(x, t)

��8�2�H�å�u�<�<����=�u�<�2�E�u�W�/�`���°�<�W�`�u�<�`µH�W���-���S�µ�5�½�-���q�=���`���W�_�8�Sµ_�8�`�«zS B�³°���<�W�u�=�
�-«J� � ©z�8�1 � � �å�Ü�_�<���L�

Dc
xu(x, t) =

∫
ℒ1 Ωt ⊗Dcu(., t)dt

�C���=�u�
Ωt

���+�`���]µS�u�gP`�<�=�`���W�§�8�
Ω
�W� {x = 0} × ℝ

+ « Q������<�,�MB Q��u�=µ ���`��� ®°�8���u�W�	µ_�8�`�J���
Dcu(., t) = 0

�P�W�x�=���=�CB
t /∈ S

�8���
S
���ý�8�q�q���`�x�<�W�S���:�8�S���LDC�`���=���8���u���`���	�½�å�!�-���q�=���`���W�_�8�

®°�8���u�W�±µ_�8�`�
Dc

xu(x, t)
���8�S���`���<�«�F����`���`�����ç�W��� µH�=�`�u�±�u�_�8���]�`�S���¬»E�u�<�f³°���<�W�u�=� �-« �LÀx�8�B � � ¾v�8���

�º��_�8�`���W�)»9� � ¾å�å�Ü���=�v�`�_�8�
Dc

tu(x, t) = 0
«ç ����_�8���JB+�å�Ü�_�<�����W�S�:�8�����<�	�`�_�8�

u ∈ SBVloc(Ω)
«

�j�HI-�ED-�å�Ü���u�Ü³°���<�W�u�=�Í�-« �n�u�nµS�u����f�<�W�u�W���c�8�CB��-« ��«

� �



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

¹ Æ`ÀÀ�óÈ+F ���-�bGK�=�u�=���`�c�8�u���`�����º��_�8�`���W�)»9���}¾å�MB
x
»4���	�`�����u�=���u�Ü�8�$�-���`�`�`���S�S�`���W���H¾H�

Dxwt(x, t) +DxH(wx(x, t), x, t) = 0 ⇔ Dtwx(x, t) +DxH(wx(x, t), x, t) = 0.

²b�=�`�`���S�
u(x, t) = wx(x, t)

�8���
H(u(x, t), x, t) = f(u(x, t), x, t)

D°�`�S���x���x�HI��W�=�`�JBQ�`���	�_�8�c�8���<�
�º��_�8�`���W���8�v³°���<�W�u�=� �-« �TDr��« ��«

u(x, t) = wx(x, t)
���
SBVloc(Ω� )

�P�W�f�=���=�CB
� ∈ ℝ∖S Dr�C���=�u� S���x�8�q�q���`�x�<�W�S���:�8�S����«ª�j�z��� Q��u�=µ>���8�±�`���	µS�u�F�8�Ü�8��³°���<�W�u�=� �-« �TDå���z�P�W������v�q�`�_�8�

u(x, t) ∈
SBVloc(Ω)

«

`zçLa ö ê�3z3�¸C@�3�¸"?@[,8(?@[,ê�8$8)?L85/z[R2RìO/`\K6Z6985< <q\K@
Ê¶Ó ÕKÓ� 0"vgwKw5¢+w5¢Z³,�� ( ¦�(Ê¶Ó�Tq
²b�=�

� > 0
�8���

y ∈ S�
«+³r�]�`���zµS���Y�B,�`���x���W�:�8�`���W��D��å�ý�S�=���W�u�x�`���q�z���S���x�8�C�8��� �`���q�x�}I-���x�8�

�_�W�u¢F�°�8�u���u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�q�`�:�8�`�`���S�,�E�u�W�
(y, �)

�MB
�−(t)

�8���
�+(t)

�����`�u��W�Q�8�
�−(t; y, �)

�8���
�+(t; y, �)

«e�|�=�C�`���`���S�ý�`�����j��·ç�²»½�L��¾°�u�=�c�8�u�<���u�x�`�������=���S�����n�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�j�P�W�
�−(t), �+(t) :

[0, � ] → ℝ
�å���W�S�:�8���

{
�̇±(t) = fu(v±(t), �±(t), t)
v̇±(t) = −fx(v±(t), �±(t), t)− g(v±(t), �±(t), t)

»½©LÀ�¾

�C���`�
⎧
⎨
⎩

�−(�) = y = �+(�)
v−(�) = u(y−, �) =: u−

v+(�) = u(y+, �) =: u+

»½©��L¾

�C���=�u�f�MBJ�`���n�W�-�z���u�`���S���f�<�W���-���`���W�¤»½�L��¾HD
u− > u+

�8��� −�� ({y}) = u− − u+
«e�j��/�å�f�u�_�8�S���

�`���Ü���8�`�c�8�S���Ü���	�º��_�8�`���W���Ì»½©LÀ�¾åµS�S�`�`���S�
s = � − t

�
{
 ̇±(s) = −fu(!±(s),  ±(s), � − s)
!̇±(s) = fx(!±(s),  ±(s), � − s) + g(!±(s),  ±(s), � − s)

»½©L©�¾

�C���=�u�
 ±(s) := �±(� − s)

�8���
!±(s) := v±(� − s)

«ç³°���=��DS���`���S�0»½©L©�¾å�å�Ü�_�<���

d

ds
∣ −(s)−  +(s)∣ ≤ ∣ ̇−(s)−  ̇+(s)∣ = ∣fu(!−(s),  −(s), � − s)− fu(!+(s),  +(s), � − s)∣

≤ ∥D2f∥L∞(K)︸ ︷︷ ︸
:=c1

(∣!−(s)− !+(s)∣+ ∣ −(s)−  +(s)∣).
»½©L��¾

�|�=µH��8�`���S�q�`���Ü�<�W�zµS�S�:�8�`���W���±�8���u�n�P�W�
!±(s)

DS�å�������J�`�_�8�E�

d

ds
∣!−(s)− !+(s)∣ ≤∣fx(!−(s),  −(s), � − s)− fx(!+(s),  +(s), � − s)∣+

+ ∣g(!−(s),  −(s), � − s)− g(!+(s),  +(s), � − s)∣ ≤ »½� � ¾

≤
[
∥D2f∥L∞(K) + ∥Dg∥L∞(K)

]

︸ ︷︷ ︸
:=c2

(∣!−(s)− !+(s)∣+ ∣ −(s)−  +(s)∣)

A����å���u���F���u�f�z�<�W�zµ_�W�=�|�u�=�

K := [−∥u∥∞, ∥u∥∞]×
[
min
t∈[0,� ]

�−(t), max
t∈[0,� ]

�+(t)
]
× [0, � ]

»½�T�}¾

�$�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

�`���=�+�`���±�8�H����±�<�W���`�:�8���u�
c1
�8���

c2
�8�u�|µH���`���`�����Ü�8���µ���S���u��«,A½���º��_�8�����`���<��»½©L��¾å�8��� »½� � ¾ç�u�W���=�`���=�

�������

d

ds

(
∣ −(s)−  +(s)∣+ ∣!−(s)− !+(s)∣

)
≤ c3

(
∣ −(s)−  +(s)∣+ ∣!−(s)− !+(s)∣

) »½�L��¾
�C���=�u�

c3
���n�8���8�����JµH���`���`�����ý�<�W���`�:�8���n�S�=µH�=���-���S���W�S�JB �W� ∥D2f∥L∞(K)

�8��� ∥Dg∥L∞(K)
«�S B

>j�u�W���°�8����� �|���=�z�x�q�8���(»½�L��¾å�å�Ü���=�
∣ −(s)−  +(s)∣+ ∣!−(s)− !+(s)∣ ≤ ec3s(∣ −(0)−  +(0)∣+ ∣!−(0)− !+(0)∣).

»½�L��¾
�j��"DS�å�ÜµS�S�

s = # ∈ [0, � ]
�����u�0»½�L��¾å�u�²�����J�`���j�P�W������C���S�x�����º��_�8�����OB¶�

∣�−(� − #)− �+(� − #)∣ = ∣ −(#)−  +(#)∣ ≤ ∣ −(#)−  +(#)∣+ ∣!−(#)− !+(#)∣ ≤
≤ ec3�︸︷︷︸

:=c�

(∣ −(0)−  +(0)∣ + ∣!−(0)− !+(0)∣) =

= c� (∣�−(�)− �+(�)∣+ ∣v−(�)− v+(�)∣).
»½�g��¾

A����å���u�=�
� = � − #

D-�`���=�	�MB¦»½©��L¾å�å���<�W���=�����S�L�

�+(�)− �−(�) = ∣�−(�)− �+(�)∣ ≤ c� (∣�−(�)− �+(�)∣︸ ︷︷ ︸
=0

+ ∣v−(�)− v+(�)∣︸ ︷︷ ︸
=∣u−−u+∣

)

≤ c� (u
− − u+) = −c��� ({y}).

»½�L��¾

Ê¶Ó ÕKÓ¯� 0"vgwKw5¢+w5¢Z³,�� ( ¦�(Ê¶Ó�5�
F �±µS�u����Ü�`�_�8�C�`���Ü�<�W���=�����`���W���8���`���±���=�z�x�n���W���S�°�P�W�|�8�MB

x
�C�S���u���:�8�`���õ�Bx�`���j�P�W������C���S�x�<�W���-�Y�

�`���W���E�
x /∈ S�0

�8���
lim
�↓0

u(x+ �, �0)− u(x− �, �0)

2�
= −∞.

»½�LÀ�¾
S Bn�`���+S°�<�`���<��F���u�u�+�-�bGK�=�u�=���`�c�8�`���W�ý�`���<�W�u�=� �W�q�����u�=�`���8���ED��`���v�q��W�`�S�u�

��0
���ò�<�W���<�=���`�:�8�u�<�ý�W�

E
«

A½�+�W�S�CµS�u�F�8�r�å�Z��I
� > �0

�8���
x
�`���u�+�`�_�8�"»½�LÀ�¾ò���W���S�v�8���+�W�S�°�����8�H���å�u�n�`����ª�`�_�8�å�P�W�

�
�`�x�8���

�=���W�S��� {�0}×]x − �, x + �[⊂ I�0�
«j³r�ýµS�u����2�`�_�8�±�`���fµH�W�����

x
���±�<�W���:�8�����<�,���

I�0�
D_�å�n�<�W���`���S�=�

�8���b�`���±µH���u�`���S���Ü��W�u�<�E�

I : x /∈ I�0�

II : x ∈ ∂(I�0� )

III : ∃� > 0
�« �«

(]x− �, x+ �[∩I�0� )c = {x}
IV : x ∈ I�0�

�8���z���zµ_�8�`�`���=�S�c�8�ò�å�°�C�����_�`������`�_�8�$���q�`��� ���u�`�$�`�S�u�<�v��W�u�<�$�å�v�W�S�:�8���ý�±�<�W���`�:�W�-���=�`���W�b«ò³°���=��D��MB
AO���`���$µH�W�����

x
���K���

I�0�
�8�����`�����<�

I�0�
���b�WµH�=�Ü�`���=�u�ò�HI-���`�u�

� > 0
�`���u���`�_�8� {�0}×]x−�, x+�[⊂ I�0�

«
³°���zµS�u�WµH�=�`�OB¤»½�LÀ�¾j�x�B,�H�n�u�=�C�`���`�u�=� µS�u�<�u�=�`���S���S���`�_�8�Ü�P�W���=���=�CB]µH���`���`�����

�̄ > 0
DK�`���=�u�x�HI-���`�u�

�̄ > 0
�`���u�	�`�_�8�C�P�W�|�8���

0 < � < �̄
���W���S�

u(x− �, �0)− u(x+ �, �0) > �̄2� > 0.
»½���L¾

³°���±µH���`���`�����j���S�f�H�=�
�̄
�C�����H�H�±�u�����u�=�J�c�8�u�=�ED-�q�W�u�±µS�u�<�=���u�=�JBx�å�±�C�����b�S�H�����±�`�S���C�<�W���`�:�8���|�8�°�`���

�=���+�8����W�u��A5«��|���u�=�`�����8���u�f�`�_�8�ED-�Y� {�0}×]x− �, x+ �[⊂ I�0�
DF�`���=� {�0}×]x− �, x+ �[⊂ I�0t

�P�W�
�=���=�CB

t > �
«$³°���=�u�5�P�W�u�LDS�C���`���W�S�|�����u�v�8�~���=���=�:�8�����OB+�å�f��8���W�u�`�S�q�

� − �0 < 1 .
»½�L©�¾

�M�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

í����E��rgî Q������<�j���+�`�S���C��W�u�j�`���Ü�-���`�:�8���<�
dist(x, I�0� )

���°�`�`�`���=�`�JBxµH���`���`�����±�`���=�u�±�HI-���`�u�
� > 0

�`�x�8���
�=���W�S���]�`���u���`�_�8�

0 < 2� < �̄
�8���

]x− �, x + �[∩I�0� = ∅ «v®å�W���u�º����=���`�JB	�u�z�`���f�S�H���S���`���W�,�8�ò��u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���2�<�W���LD��å�f�W���u�=�`�����`�_�8�±�8���bµH���u�`���S�����`���F�u¢-�|�=�u��8�u�<�	�H�5�P�W�u�
�
�8�u�f�<�W���:�8�����<�����

C�0
��8��� �`�����ED~�½�å�]�-�bGK�=�u�=���z�`���F�u¢-�f�`�:�8�`�`���S���8�

x1, x2 /∈ I�0�
Dr�C���=�u�

x1 ∕= x2
D~��8�S���W�n�=�u���u���P�W�n�8���

t ∈ [�0, � ]
«RS Bý�`���Ü�°�B�D��8���u�z�`���Ü�½�å�x�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�|µ_�W�u�`���S�q�`�u�W�S���

(x− �, �0)
�8���

(x+ �, �0)
D

�C�S���u�q�8�u�å���=���S�����LD���8�S���W�ç�=�u���u�r���
[�0, � ]

«zA����å�°�S�=���W�u�å�MB
�1(t)

�8���
�2(t)

DW�u�<�`µH�<�=�`�����=�JB�D��`���ò�½�å�
�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�

�(t;x− �, �0)
�8���

�(t;x+ �, �0)
DF�`�S���å���zµS�����<�

�1(t) < �2(t)
�P�W�°�=���=�CB

t ∈ [�0, � ]
«

³°�S���v�<�W���=�����`���W�����v�<�W���`�:�W�-���=�u�<���MBý�`���Ü���HI-�v�=�c�8���	«
íÌ®~�$|  Ê¶Ó�TÕKÓ ¶¯ó

x
¹c¿�» ÷ ÀW¹~ñ_¼$¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼ ∃� > 0

�$¹E¼4¾
]x− �, x+ �[∩I�0� = ∅ »�ñ�· F ïy´�Gn¾-ÀWÄ�·8¿�¼4¾S¸Hñ

�1(�)− �2(�) > 0.
»½�L��¾

¹ Æ`ÀÀ�óÈZA½���u�=���:�8�`���S�x�`���Ì�j��·ç�v�8�~�`�����u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�²»½�L��¾ò�P�W�v�=���=�CB
t ∈ [�0, � ]

�å���W�S�:�8�����
∫ t

�0

�̇(s)ds =

∫ t

�0

fu(v(s), �(s), s)ds

�(t) = �(�0) +

∫ t

�0

fu(v(s), �(s), s)ds
»�� �L� ¾

�8���
∫ t

�0

v̇(s)ds = −
∫ t

�0

fx(v(s), �(s), s) + g(v(s), �(s), s)ds

v(t) = v(�0)−
∫ t

�0

fx(v(s), �(s), s) + g(v(s), �(s), s)ds.
»�� � �}¾

³°�����ED��å�x�<�W���=�����S�x�`�_�8�f�`���q�`�:�}P`�<�=�u�W�`���<�
�1

�8���
�2

���=���=�f����<���+�J�<�W�zµ_�W�=�n�u�=���C�S���u�Q��8�!�H�
�S�=�u�=�`�z�����<�	�����S�=µH�<�S�=���`�JB	�8�

�
«�F �Ü�u�=�C�`���=�u�5�P�W�u�

K := [−∥u∥∞, ∥u∥∞]×
[

min
t∈[�0,� ]

{�1(t), �2(t)}, max
t∈[�0 ,� ]

{�1(t), �2(t)}
]
× [�0, � ].

»�� � ��¾

Q��S���`�`���`�S�`���S�
�1

�8���
�2

�u�
�
��� »�� �L� ¾2�8���Q�`�S�S�`�:�W�=�`���S���`���+�<�W�`�u�<�`µH�W���-���S� �º��_�8�`���W���EDç�MB �`���

�q��8�	���8�����Ü�`���<�W�u�=� �`���=�u���HI-���`�u�
�
�`���u�	�`�_�8�E�

�1(t)− �2(t) = �1(�0)− �2(�0) +

∫ t

�0

fu(v1(s), �1(s), s)− fu(v2(s), �2(s), s)ds =

= −2� +

∫ t

�0

fuu(�)(v1(s)− v2(s)) + fux(�)(�1(s)− �2(s))ds
»�� � ��¾

���W���S�«
�j�W�u�f���HI-�±�`�_�8�ED��MBÒ»½���L¾HD��å�2�_�<���

v1(�0) = u(x − �, �0) > u(x + �, �0) = v2(�)
«�F �2�`���=�u�5�P�W�u�

�����`�u�F�-���<���`���±�`���q�L�

� := max{t ∈ [�0, � ] : v1(�) ≥ v2(�), ∀� ∈ [�0, t]},
�8���J�å�Ü�u�=�x�8�`¢+�`�_�8�EDS�MBý�`�S���|�S�H���S���`���W��DS�å�f��8�	�W�S�JB+�_�<���

�=���`���=�
v1(� ) = v2(�)

�W�
� = �.

»�� � ��¾

�M�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

S B��º��_�8�`���W�l»�� � ��¾±�8���]�`���2���+�=�u���u�`���S�+�H�=�½�å�<�=�!�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�EDH�P�W�Ü�=���=�CB
t ∈ [�0, � ]

�å�2�C�`���u�
�`���±�P�W������C���S�q�����º��_�8�����OB¶�

0 ≤ �2(t)− �1(t) = �2(�0)− �1(�0) +

∫ t

�0

fuu(�)︸ ︷︷ ︸
≥>0

(v2(s)− v1(s))︸ ︷︷ ︸
≤0 bBcEd �fe;gMü6e �

+fux(�)(�2(s)− �1(s))ds

≤ �2(�0)− �1(�0) + ∥fux∥∞
∫ t

�0

∣�2(s)− �1(s)∣ds.
»�� � ��¾

�|µSµS�JBF���S�8>j�u�W���°�8����� �j²b�=�z�x�n�å�Ü���=�E�

∣�2(t)− �1(t)∣ ≤ e∥fux∥∞(t−�0)∣�2(�0)− �1(�0)∣ ≤ C∣�2(�0)− �1(�0)∣ ≤ C�.
»�� � À�¾

�C���=�u�
C
���±�zµH���`���`�����f�<�W���`�:�8���j�S���+�=���W�S���]�u�x�:�8�`���õ�B+�`���2�8�H����2�<�`�`���x�8�u��«e�j�HI-�EDS�P�W�

t ∈ [�0, � ]�å�Ü�u�<��8���b�`�����u�<�<�W���7�j��·��8�+»½�L��¾°�8���J�`�����C�P�W�C�`���±�E�S���=�`���W�
v1(t)− v2(t)

�å�Ü�_�<���L�

v̇1(t)−v̇2(t) = fx(v2(t), �2(t), t)−fx(v1(t), �1(t), t)+g(v2(t), �2(t), t)−g(v1(t), �1(t), t).
»�� � �L¾

¤j�`���S�+�`���n²K��µ��u�u�S���C¸q�u�=���S�c�8�`���OB,�8�
fx
�8���

g
DK�`���f���W�=�±�`�_�8�

v1(t) ≥ v2(t)
�P�W�

t ∈ [�0, � ]
�8���]�`���

�<�`�`���x�8�u�Ï»�� � À�¾�D-�å���<�W���=�����S�

v̇1(t)− v̇2(t) ≥ −C̃(v1(t)− v2(t))− C̃�
�P�W�

t ∈ [�0, � ]
« »�� � ©�¾

F �Ü���W�u�Ü�`�_�8�|�`�����<�W���`�:�8���
C̃
���CµH���`���`�����f�8���J���|�S�=µH�=���S�|�W�S�JBJ�W�	�`�����S�=�`�����8�`�����<�|�8�

f, g
D��C�S���u�

�8�u�2�H�W�S���S�<���W�,�`���z�<�W�zµ_�W�=���u�=�
K
DK�8���

�, �0
«+�j��"DH�Y�å�å�n�S�H�����n�`���z�`�`�`���=�±µH���`���`�����f�E�S���=�`���W�

�(t) := v1(t)− v2(t) + �
�`�S���v�c�W�`�v�<�`�`���x�8�u����8�	�H�±�u�=�C�`���`�u�=�,�W�E�

�̇(t) ≥ −C̃�(t), »�� � ��¾
�8�����8���8���	�MB²>j�u�W���°�8����� �j²b�=�z�x�z�å���W�S�:�8�����

�(t) ≥ �(�0)e
−C̃(t−�0) ,∀t ∈ [�0, � ].

»��L� � ¾
Q������<� −1 < e−C̃(t−�0) − 1 ≤ 0

DF�P�W�j�n�`�S���:�8�S���ÜµH���`���`�����Ü�<�W���`�:�8���
C
���°�P�W������v�v�`�_�8�E�

v1(t)− v2(t) ≥ [v1(�0)− v2(�0)]e
−C̃(t−�0) + (e−C̃(t−�0) − 1)�

≥ [v1(�0)− v2(�0)]e
−C̃(t−�0) − C�.

»��L�L�}¾
®å�W�f�S���S���S�xµS�u�WµH�=�`�OB)»½���L¾��

v1(�0)− v2(�0) = u(x− �, �0)− u(x+ �, �0) > �2� > �̄2� > 0,
»��L�E��¾

�C���`�	�����º��_�8�����OB)»��L�L�}¾å�å���W�S�:�8���

v1(t)− v2(t) ≥ [�̄2e−C̃(t−�0) −C]�.
»��L�E��¾

�j�HI-�EDS�`�����<�Ü�`���Ü�<�W���`�:�8���u�
C̃
�8���

C
���)»��L�L�}¾C�8�u�±�����S�=µH�=���S�=���|�E�u�W� �`���ÜµH���`���`�����Ü���S�f�H�=�

�
�8���

�`�����<�
�
���|�2�S���x�<�W���`�:�8���|�`�_�8�|��8�J�H�Ü�u�����u�=��D����F�W¢F���S�x�8�|�<�`�`���x�8�u�Ï»��L�E��¾å�å�Ü�x�B	�W�u�`�S�q�±�`�_�8�E�

v1(t)− v2(t) ≥
1

2
� > 0 ,∀t ∈ [�0, � ].

»��L����¾

�L�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

S B,�W�S�Ü�u�=�x�8�`¢¤»�� � ��¾�Db�`�S���Ü�c�W�`���<�`�`���x�8�u�z���zµS�����<���`�_�8�
� ≥ �

�8���,�`�������`�_�8�������º��_�8�����`���<�&»�� � À�¾
�8���l»��L�L�}¾Ü�8�u�n���8�����,�P�W�f�8���

t ∈ [�0, � ]
«q�°���`�S���ÜµH�W�������å�q��8�!�u�=�

t = �
��� �º��_�8�`���W�>»�� � ��¾Ü�8���

�<�W�zµS�S�u�L�

�1(�)− �2(�) = −2� +

∫ �

�0

fuu(�)︸ ︷︷ ︸
≥>0

(v1(s)− v2(s))︸ ︷︷ ︸ý�ûX�)h;i i*jBk
ds+

∫ �

�0

fux(�)︸ ︷︷ ︸
≤∥fux∥L∞(K)

(�1(s)− �2(s))︸ ︷︷ ︸ý�ûX�)h;i*l mBk
ds

≥ −2� +

∫ �

�0

 [�̄2e−C̃(s−�0) − C]�ds−
∫ �

�0

C�ds

≥ −2� + �̄2�(� − �0)e
−C̃(�−�0) − 2(� − �0)�

[
C + C

]

= 2�(� − �0)
{
�̄e−C̃(�−�0) − 1

� − �0
−
[
C + C

]}
.

»��L�E��¾

�|�<��8���S�`�_�8�
C
D
C̃
�8���

C
�8�u�°�����S�=µH�<�S�=���å�8�

�
�8���

�
�8���z�`�_�8�

�−�0 < 1
«~³°�����ED��P�W�

�̄
�S���f�=���W�S���

�`���Ü�`�������v�_�8���	�`���S�Ü�8�Ì»��L�E��¾å���CµH���`���`������«
í����E�Ìr}rgî A��

x
�H�=���W�S���r�u�

∂(I��0)
D �`���=�z�W���å�8���`���ç�½�å�±�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�

�(t;x−�, �0)
�W�
�(t;x+�, �0)���2���W�z�<�W���:�8�����<�Q���

C�
�0

«��]�W�u�<����=�EDç�`���ý�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���
�(t;x, �0)

���z���H�W�S�����8�CB!�=�S�`���+�8�|�`���
�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���+�<�W���

C�
�0

�8���!�u�	�������f�=���`���=�z�J�z���S���x�8�å�W�n�J�x�}I-���x�8�ò�_�W�u¢F�°�8�u�Q�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`����«
�|�=µH��8�`���S�]�`���z���c�8�2�<�W�zµS�S�:�8�`���W���z�W��������W�u�µAj���f����µH���u�`���S���z�u���`����¯�`�_�8�f�Y��»½�LÀ�¾Ü���W���S�ED��=���`���=�
�(t;x − �, �0)

�W�
�(t;x + �, �0)

�C�����$�=�u���u�j�C���`�
�(t;x, �0)

�P�W���
t ∈]�0, � [

«+�|�<��8�������S�	�8���8���,�`���
�j�8�½�=�u���u�`���S�qµS�u�WµH�=�`�OBJ�8�~���=���S�����f�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���LD��å�Ü���=�j�n�<�W���`�:�W�-���=�`���W�b«
í����E�0r}r}rgî S Bý³°���<�W�u�=�¿�-« ���P�W�v�=���=�CB

�0 > 0
�`�u�W�S���

(x, �0)
µ_�W�u�u�<�v�2�S�S� º����j�P�W�`�°�8�u�	�u�_�8�:�W�=�u�=�õ�

���`�`����«å®å�W���u�º����=���`�JBJ��W�u��AÅAÅA$���C�u�q�-���u��8�u�K«
í����E�7rHË7î A½�	�F���=�§�8�$�`���f�<�W���`�:�W�-���=�`���W���±�W�S�:�8�����<�	�����`���ÜµS�u�=�F���W���|��W�u�<�EDS�`�����c�W�`�vµH���u�`���S������W�u�
�f���`�Ü�H�2�`�`����«²A½�,µ_�8�`�`���=�S�c�8�

x ∈ I��0
�8�����`�����<�

I��0
�����WµH�=�,�`���=�u�z�HI-���`�u���

� > 0
�`�x�8���ç�=���W�S���

�`���u�	�`�_�8�
]x− �, x+ �[⊂ I��0�P�W�

� > �0
«

) �� ¦��v�� Ê¶Ó�$È	Ó ®z¸nÆu¸5Áq»WÆ`úJ¼4¾-»�¼C¹~ñ�µ�O�¶+�r¸5ÁnÁq»�í�ÈXK@K8�ò»8¿ ÷ Æ`ÀWÅW¸`·0ô�¿5¹~ñ�ò	¼4¾S¸���À ÷ óHõ%�b»Eù�ó<ÀWÆ5Á²ôFÄ�»�È�f¸5Æu¸��å¸J¾-»WÅW¸ ÷ Æ`À ÷ À8¿¸`·�»!ÁqÀWÆu¸¬ò�¸`ÀWÁx¸=¼EÆ5¹Pºu»WÄ�ºuÀ�ñS¿=¼EÆHôSº<¼E¹PÀ�ñ54h�~¾�¹Pº5¾�Áq»gú�¸0ô�¿¸,À�ó�¼4¾S¸ ÷ Æ`À ÷ ¸5Æ=¼E¹�¸:¿
À�óÌò�¸HñH¸5Æ`»WÄ ¹�Rs¸`·!º5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº5¿È ð ¾�¹c¿ýº5¾-»�ñ�ò�¸JÀ�óz¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ,¹c¿ý»WÄ ¿<À]ÁqÀ�¼E¹4Å8»�¼½¸`·!Ã5Â,¼4¾S¸Zó<»�º<¼j¼4¾-»�¼�ó<ÀWÆ¿5Â8¿=¼½¸5Á À�ónºuÀ�ñS¿¸5Æ5Å8»�¼E¹PÀ�ñ!Ä�»��~¿2¼4¾S¸$��À ÷ óHõ%�b»Eù	·�Às¸:¿²ñ�À�¼v¸CùW¹c¿=¼4¿'4��~¾S¸5Æu¸`»8¿z¼4¾S¸5Æu¸n¹c¿n»x¿HôF¹E¼�»�Ã5Ä�¸qºuÀ�ñ�º:¸ ÷ ¼
À�óZò�¸HñH¸5Æ`»WÄ ¹�Rs¸`·	º5¾-»WÆ`»�º<¼½¸5Æ5¹c¿=¼E¹Pº5¿ F ¿¸u¸Bµ�M`K�¶�G�È
Ê¶Ó ÕKÓ ª 0"vgwKw5¢+w5¢Z³,�� ( ¦�(Ê¶Ó�Tª
²b�=�

�0 > 0
D
x ∈ E

�8���
� > 0

�`���u���`�_�8�
x± � /∈ S�0

«°³r�x�`���zµS���Y�B+�`�������W�:�8�`���W�]�å���C�`���u�
�−(t)�8���

�+(t)
�����`�u��W�¨�8�

�−(t;x − �, �0)
�8���

�+(t;x + �, �0)
«Ò�|�S�q�8��� ���n�u�,�`���� �`�_�8�n�P�W�q�8���

� ∈]0, �0]
�`���=�u���HI-���`�u�v�nµH���`���`�����Ü�<�W���`�:�8���

cc(�)
�`���u�	�`�_�8�

�+(�)− �−(�) ≥ −cc(�)��0([x− �, x+ �])
»��L�EÀ�¾

���W���S�«$³r�n���=�C�W�S�C�u�<�`�S���°�å�±�C�����H���u�j�`���±�:�8�q�j�u�<�u�S�S� º����<�|�8���J�S�=�`�������8�_�8���W���W���v�<�`�`���x�8�u�<�v�W�°���
�`���jµS�u�=�F���W���°µS�u�F�8�P�«~ ����u�`�C�8�~�8���9DF���W�u�j�`�_�8�EDS�`�����<�

x ∈ E
�P�W�C�2�`�x�8���

� > 0
�å�±��8�	�W�u�`�S�q�j�`�_�8�E�

u− := u(x− �, �0) > u(x+ �, �0) := u+.
»��L�}�L¾

�M�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

�]�W�u�<����=�ED��MB¬S°�<�`���<��F���u�u�]�-�bGK�=�u�=���`�c�8�`���W�]�`���<�W�u�=�Ö»9��©�¾å�å�Ü�_�<���

−c��0([x− �, x+ �]) ≤ u(x− �, �0)− u(x+ �, �0) = u− − u+.
»��L�E©�¾

A½�C���v�=����8�v�`�_�8�v���F�W¢F���S�x�8�Ì»��L�EÀ�¾C�8���+�����º��_�8�����OB)»��L�E©�¾å�å����8�	�u�<�-���<���W�S�±®ò�c�8��� �u���
íÌ®~�$|  Ê¶Ó�T§KÓ ð ¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿f» ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸2ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼ C(�)

¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼�9

�+(�)− �−(�) ≥ C(�)(u− − u+).
»��L�E��¾

F ����I
� ∈ [�, �0]

�8���J�å�Ü�u�<��8���b�`�����º��_�8�`���W���|�8�~�`�����u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�²»½©LÀ�¾H�

�̇±(�) = fu(v±(�), �±(�), �)
»��E� � ¾

�C���=�u�
v±(�) := u(�±(�), �)

«��j�HI-�EDH�å�2�:�8¢��n�`���n�-�bGK�=�u�=���<�n�H�=�½�å�<�=� �`���µ�j��·ç�Ü�8�å�`���n�u�_�8�:�W�5�
�u�=�`���`�`���<�j�8���+�å�Ü�C�`���u�L�

�̇+(�)− �̇−(�) = fu(v+(�), �+(�), �) − fu(v−(�), �−(�), �) = U(�) +W (�),
»��E�T�}¾

�C���=�u�Ü�å���u�=�
U(�) := fu(v+(�), �+(�), �) − fu(v−(�), �+(�), �)

»��E�L��¾
�8���

W (�) := fu(v−(�), �+(�), �) − fu(v−(�), �−(�), �).
»��E�L��¾

³r�q�<�`�`���x�8�u�
U(�)

�å���-���`�`���S���S���`�	�½�å�x��W�u�<�E�
r�¢
v+(�) ≥ v−(�)

î ¤j�`���S�z�`�����W���5�½�`���S�<�J�����º��_�8�����OB(»~� � ¾å�å���W�S�:�8�����

U(�) ≤ ∥fuu∥L∞(v+(�)− v1(�)) ≤ C̃(�+(�)− �−(�)).

r�¢
v+(�) ≤ v−(�)

î �|�<��8�������S�q�`�_�8�
fuu(.) ≥  > 0

���C���W���S�E�

U(�) ≤ (v+(�)− v1(�)) < 0.

�]�W�u�<����=�EDS�P�W�C�`�����u�<�<�W���+�u�=�`�
W (�)

�å�Ü�_�<���L�

W (�) ≤ ∥fux∥L∞(�+(�)− �−(�)).
»��E�g��¾

®å�W�f�S���S���S�x�º��_�8�`���W�¦»��E�T�}¾ç�C���`�+�`���<�u�|�����º��_�8�����`���<�å�P�W�
U(�)

�8���
W (�)

DF�å�Ü�<�W���=�����S�j�`�_�8�°�`���=�u�
�HI-���`�u�|�2µH���`���`�����Ü�<�W���`�:�8���

C
�`���u�	�`�_�8�E�

�̇+(�)− �̇−(�) ≤ C(�+(�) − �−(�)) ,∀� ∈ [�, �0].
»��E�L��¾

S B²>j�u�W���°�8����� �j²b�=�z�x�z�å�Ü���=�E�

�+(s)− �−(s) ≤ eC(s−�)(�+(�)− �−(�)) ,∀s ≥ �,
»��E�LÀ�¾

�8���J���Jµ_�8�`�`���=�S�c�8�|µS�S�`�`���S�
� = �

�å���W�S�:�8�����

�+(s)− �−(s) ≤ eC(s−�)(�+(�)− �−(�)) ,∀s ∈ [�, �0].
»��E���L¾

�°�v�`�S���CµH�W�����EDS�u�zµS�u����2®ò�c�8���¿�-«J�E©n���|�`�Tïx�<�<�C�u�z�-���`�`���S���S���`�	�H�=�½�å�<�=�]�½�å�zµH���u�`���S���Ü��W�u�<�E�
í����E� � î F �f�W�u�`�S�q�±�`�_�8�v�`���=�u���HI-���`�u�

s ∈ [�, �0]
�`���u�	�`�_�8�

�+(s)− �−(s) ≥


2Λ
(u− − u+) > 0,

»��E�L©�¾

�MÀ



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\ÏV�É=XgÜLÝ�YÅV�¢�\�¡�V�× ^ ÝC_ V�Ü¥¡1É¯V�YB¤ÌaP× ¤�¡£¡�V�É=W�XgÜ ^ _JÜMXL× \&ÜMV�Ü¥×b_JÜMX�¤gY ¡CaH¤�× ¤gY�[¥¤�× ¤LÜ�aHX+× ¤�Û1¡:Û�_ ÝÅcÜMV�Ü@û9aHV�Ü�ÈLXARTS ^ R�É ^ Ü�aHÝC_ V�Ü$i

�C���=�u�
Λ = ∥fux∥L∞ > 0

«,S B+�<�`�`���x�8�u�<��»��L�E©�¾C�8���(»��E���L¾å���v���z�q�<�-�c�8�u�=�JBý�P�W������v�v�`�_�8�E�

�+(�)− �−(�) ≥ e−C(s−�)(�+(s)− �−(s)) ≥
e−C(s−�)

2Λ
(u− − u+).

»��E�L��¾

A½�J�`�S���v��W�u�Ü�å����8�	�u�=���<�=�
C(�) = e−C(s−�)

2Λ

�u�z�H�±�`�����<�W���`�:�8���|�8�ò®ò�c�8���¿�-«J�E©-«
í����E�0±&î �j�HI-�ED-�å���W�u�`�S�q�±�`�_�8�v�`���±�u�=���=�u�u�±�����º��_�8�����OB+���°�`�`���LDS��« ��«~�`�_�8�C�P�W�C�=���=�CB

s ∈ [�, �0]
�å�

�_�<���Ü�`�_�8�
�+(s)− �−(s) ≤



2Λ
(u− − u+),

»��E� � ¾
�C���=�u�f�8���8���	�å�ÜµS�S�

Λ = ∥fux∥L∞ > 0
«,A����å�Ü�����`�u�F�-���<���`�����`µH�<�=�c�8�K�`���q�L�

� := min{� : v−(�) ≥ v+(�)∀� ∈ [�, �0], � ≥ �}, »��E�T�}¾
�`���=�	�P�W�|�=���=�CB

� ∈ [� , �0]
�8���J�MB+�`���f�º��_�8�`���W���C�P�W�v�`���f�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�j�å�Ü�_�<���¬»E�=µb«ò�C���`� Q��u�=µ

�n�8�~�`���ÜµS�u�F�8�$�8�$²b�=�z�x�Ï�-«J� � ¾

v̇−(�)− v̇+(�) ≤ C[ v−(�)− v+(�)︸ ︷︷ ︸
>0 bBcQn �foprq sLq ü p ü6e �

+ �−(�)− �+(�)︸ ︷︷ ︸
>0 bBc sLtP��p�ü6uJÿ9þ¯üCû~ûLq prv)w�þ¯ü w��9þKs c

]

≤ C(v−(�)− v+(�)) +
C

2Λ
(u− − u+)

≤ C[v−(�)− v+(�) + u− − u+].
»��E�L��¾

QF�=�`�`���S�
�(�) := v−(�)− v+(�) + u− − u+

�`�S���C�c�W�`�v�����º��_�8�����OB+���v�º��S�����8���=���v�u���

�̇(�) ≤ C�(�).

�j�C���`�_�8�K�å����8�]�8µSµS�JB�>j�u�W���°�8����� �j²b�=�z�x�n�u�q�W�S�:�8���	�`�_�8�E�

�(�0) ≤ eC(�0−�)�(�).
»��E�L��¾

A����å�Ü�����u�=�`�v�`�����HI-µS�����=���|�S�H���S���`���W�]�8�
�
���)»��E�L��¾å�å�Ü�_�<���Ü�`�_�8�E�

v−(�)− v+(�) ≥ (2e−C(�0−�) − 1)[u− − u+].
»��E�g��¾

³°�S���C�q��8���v�`�_�8�v�`���=�u���HI-���`�u�|�n�`�x�8���b�`���q�
� > 0

�`���u�	�`�_�8�E�

v−(�)− v+(�) ≥
3

4
[u− − u+] > 0 ∀� ∈ [�0 − �, �0].

»��E�L��¾

F �°���W�u�C�`�_�8�ç�`���C�u�=���<�=�`���W�x�8�
�
�S�=µH�=���S�ò�W�S�JBn�W�z�`���C�H�W�S���S�<�n�����u�=�`���8���8�H�`���q�

[�, �0]
�8���z�W�z�`���

�`�Sµ-�����W�`� �8�å�`���2�S�=�`�����8�`�����<�
f
�8���

g
»4�C�S���u�!�8�u�2�H�W�S���S�<���s��µS�`���W�`�$�H�<��8���u�f�`���n�u�_�8�:�W�=�u�=�`���`�`���<�

�:�8¢��v�`���=���ò���8�����<�ò�W�+�Ü�<�W�zµ_�W�=�°�u�=�H¾5«zA½�qµ_�8�`�`���=�S�c�8�
�
���ç�����S�=µH�=���S�=���ò�E�u�W�

u−−u+
«~³°�����ED����`���S�

�8���8���x�`���j�8�H����|�<�`�`���x�8�u�<�ò�W�
U(�)

»c�P�W�ç�`���|��W�u�
v−(�) ≥ v+(�)

¾ç�8���
W (�)

D��P�W�
� ∈ [�0−�, �0]�å�Ü���=�E�

�̇+(�) − �̇−(�) ≤ (v+(�)− v−(�)︸ ︷︷ ︸
<0

) + Λ( �+(�) − �−(�)︸ ︷︷ ︸ý�ûX��x�û~û~ýry�wzsLq ü p?h;i*j lBk
)

h;i*j {Bk
≤ −3

4
(u− − u+) +

1

2
(u− − u+) ≤ −

4
(u− − u+).

»��E�LÀ�¾

���
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�|�<��8�������S�q�`�_�8�
�+(�0)− �−(�0) > 0

DS�å�Ü�����u�=���:�8�u��������`���Ü�c�W�`�v�<�`�`���x�8�u�f�8���J�å�Ü�_�<���Ü�`�_�8�E�

−�
4
(u− − u+) ≥

∫ �0

�0−�
�̇+(�)− �̇−(�) d� ≥ −[�+(�0 − �)− �−(�0 − �)].

»��E���L¾

 ����_�8���JB+�å���<�W�f�S�����f�º��_�8�`���W���Ì»��E���L¾C�8���¦»��E���L¾å�u�q�W�S�:�8�����

�+(�)− �−(�) ≥ e−C(�0−�−�)(�+(�0 − �)− �−(�0 − �))

≥ e−C(�0−�−�)�

4
(u− − u+).

»��E�L©�¾

³°�����EDW�=���=���P�W�b�`���ò�u�<�<�W������W�u�ç�å�ç�_�<���ò�S�=�`�����<�f�`���ç�<�W���`�:�8���
C(�)

�8��®ò�c�8��� �-«J�E©-«�³°�S�����<�W���=�����S�<�
�`���ÜµS�u�F�8�$�8�$²b�=�z�x�µ�-«J�E�-«

�M©



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\�É¯V�YBú ¤�ÇÌ_u× Ý�V�Ü@ûºüz¤�aHVL[T_�XLý ^ ¤gÝC_ V�Ü¥¡�_JÜ ℝ
n

| Ë áWV á¶o�X+ã�Þ·ª�á¶å�n¥ÏàÎk�á ÿ ªBÌÍå·Þ�n	k+m���� ª+ä�k��²å�o���ã�ª�n	åÅk+mÌp åÅm
ℝ
n

azçOè é 2=?Lê�3�:RëR/�?�ì93=2
A½�+�`�S���j®ò�_�8µS�u�=�v�å�f�8�u�Ü�<�W���<�=�`���<���8�H�W�S�C�`���±�u�=���S�c�8�`���OB	�8���`���±���:�W�-���=���j�8���F���u�<���`���OB+�u�W���S�`���W���

u�u��N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�~�º��_�8�`���W���

∂tu+H(Dxu) = 0
���

Ω ⊂ [0, T ]× ℝ
n.

»��E�L��¾
�S���S�=�v�`���±�P�W������C���S�x¢���BJ�W�u�`�S�zµS�`���W���

H ∈ C2(ℝn)
�8���

c−1
H Idn ≤ D2H ≤ cHIdn

�P�W�v�u�W�q�
cH > 0

« »���� � ¾
�j�W�u�LD��`�_�8�$�S���S�=�$�`���v�W�u�`�S�zµS�`���W�7»���� � ¾�D��8�MB2�F���u�<���`���OBn�u�W���S�`���W�

u
�8�Z»��E�L��¾r���~���F��8���JBn�u�=�z���<�W����<���

���
x
«�³°�S���ò��W�`���JBn���zµS�����<�ç�`�_�8�

u
���$���F��8���JBn²K��µ��u�u�S���C¸Ü�8���z�`�_�8� ∇u �_�W�ç���F��8���JB2�H�W�S���S�<�q���8�`�c�8�`���W��D��« ��«$�`�_�8�C�`�����-���`�`�`���S�S�`���W�_�8�=Nj�<�u�`�c�8�

D2
xu
���v�n�CBF�z�q�=�`�`���Ü�x�8�`�`�bIJ�8�~�j�W�S�W�J�q��W�`�S�u�<�«,A½�C���°�`���=�

���W�±�-�bïx�=�S���Ü�u�ý�u�<�f�`�_�8�j�`���2�:�8�q�n�<�W���=�����`���W�,���W���S�|�P�W�
∂tDxu

�8���
∂ttu

« �j�W�u�f�`�_�8�±�`�S���j�u�<�`�S���
���v�����S�=µH�=���S�=���Ü�8�$�`�����H�W�S�����8�CBJ���8�����<�|�8�

u
�8���	��8���H���u�=���8�u�S�<�]�W�±�8�	�����u�=�`���W�±�u�=���S�c�8�`�J¸s�8�`���W�

�HGK�<�=�|�8�~�`���Ü�º��_�8�`���W�b«
³°���	�u�W�S���������`�S���`������µS���=�`�S�u���`�_�8�ý�W���	�_�W�x�����z���������q�`���=�u�5�P�W�u���`�_�8�ý�8�±�E�S���=�`���W���x�C�S���u�ª�8�u�
²K��µ��u�u�S���C¸±�8���z�C�����u�C���:�W�-���=���ò���$µS���<�<�=�C���u�|�`�q�F�W�`��D��S���S�=�`���W���S�ZPõ�S�zµq�-���u�<�W���`�����S���`���<�C�8���W�S�2�Ü�u�=�
�8�r�<�F�-���q�=���`���W�

1
»4���+�`µ_�W�<�±�8���x�`���q�}¾5«ç���u�H�����<�ý�u�=���S�c�8�`���OBx�`���<�W�CB�DF�C�S���u�	�<�W�T���`�q�å�`�S���åµS���=�`�S�u�

�8��� ���F�<�Ü�H��B��W���KD$�8�_�8�JB�¸<���S���`���z�H�=�_�<�F���W�2�8�C�`���z�E�S���=�`���W�����C���=�u�x�`���S���S�c�8�`���`���<�n�8�u�z�P�W�`�q�<�KDr���
�<���8���c�8�S���|�S���S�=�ò�E�S�`�`���=�°�W�u�`�S�zµS�`���W���å�W�x�`���v�H�W�S�����8�CBz���8�����<�å�8�

u
»4�å�v�u�5�P�=�ò�u���`���v�H�F�W¢(J�EÀ � �P�W�

�8�,�W�<�<�W�S���±�W���`�S���|�u�<�u��8�u�u�]�u�WµS���}¾5«�Nj��å�=���=�ED��Y�$�`�����H�W�S�����8�CBJ���8�����<�±�8�u��Põ���`�|²K��µ��u�u�S���C¸�D��`���<�u�
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x ∈ Ωt
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«
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³,�� ( ¦�¦ÕKÓ ªKÓ ð ¾S¸,óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ�»WÄ F ¹c¿�ñ�À�ñ�¹~ñ�º=Æu¸`»8¿5¹~ñ�ò�4

F (�) ≥ F (�)
ó<ÀWÆf»�ñ�Â

�, � ∈ [0, T ]
�$¹E¼4¾

� < �.

³,�� ( ¦�ÒÕKÓJÁ�Ó ¶¯ó
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t ∈]0, T [ »�ñ�·
� ∈]0, T − t]

¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿f»h°|ÀWÆu¸5Äb¿¸=¼
E ⊂ Ωt

¿HôSº5¾�¼4¾-»�¼
F ¹ G ∣E∣ = 0

4°»�ñ�· ∣D2
cut∣(Ωt ∖ E) = 0 I

F ¹4¹ G
Xt,0

¹c¿±¿5¹~ñ�òWÄ�¸�Å8»WÄ ô�¸`·JÀ�ñ
E
F ¹�È4¸È

Xt,0(x) = {�t,0(x)}
ó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â

x ∈ E G I
F ¹4¹4¹ GQ»�ñ�·

�t,0(E) ∩ �t+�,0(Ωt+�) = ∅. »����MÀ�¾
³,�� ( ¦�lÕKÓ¯Ê¶Ó ¶¯ó
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t ∈]0, "] »�ñ�·»�ñ�Â�°|ÀWÆu¸5Äb¿¸=¼
E ⊂ Ωt

4��å¸Ü¾-»WÅW¸

∣Xt,0(E)∣ ≥ c0∣E∣ − c1t

∫

E
d(Δut) ,

»������L¾

�~¾S¸5Æu¸
c0
»�ñ�·

c1
»WÆu¸ ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸2ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼4¿2»�ñ�· Δut ¹c¿�¼4¾S¸ �b» ÷ Ä�»�º=¹P»�ñ À�ó ut È

ÕKÓ¯�¶Ó ª 0"vgwKw5¢+w5¢Z���=�Mw5vg��  ÕKÓ�
³°���C�`�S�u�<�C¢���B2���=�z�x�W�ò�`�:�8�u�<�x�8�H����C�C�������H�°µS�u����<�q���z�`���C���HI-�$�½�å�f�u�<�=�`���W���«�F �C������`���������
�u�q�<�W�zµS���=�u���`����µS�u�F�8�$�8�$�`����³°���<�W�u�=�	«° ����u�`�|�8�ç�8���9D����W�u�Ü�`�_�8�

F
���|�n�H�W�S���S�<�J�E�S���=�`���W�b«�Q������<�

F
���EDF�MB+²b�=�z�x�µÀ-« �TD��2�q�W���W�u�W���±�E�S���=�`���W��DS���u�CµH�W�����u�v�8�~�-���u�<�W���`�����S���OB��8�u�LD_�8�C�q���`�EDS�<�W�S���:�8�S����«

F ���=�c�8��� �`�_�8�EDS�Y�
t ∈]0, T [ ���C�`���u�	�`�_�8� ut ∕∈ SBVloc(Ωt)

DS�`���=�
F
�_�W�|�n�-���u�<�W���`�����S���OB]�8�

t
«

A½���S�<�<�KDS���J�`�S���|��W�u�±�å�Ü�_�<���
∣D2

cut∣(Ωt) > 0.
»����M©�¾

®å�W���`���S�=�f�8�MB
� > 0

�8���]���=�
B = E

�H�2�`���n�u�=�Ü�8�å²b�=�z�x��À-« ��«2®ò����8�`�JB�DK�MB]²b�=�z�x��À-« �5»4�~¾j�8���
»4���~¾HD=»����MÀ�¾C�8���(»������L¾�D

F (t+ �) ≤ F (t) + c1t

∫

E
dΔsut ≤ F (t) + c1t

∫

Ωt

dΔcut ,
»����M��¾
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n

�C���=�u�ý�`���ý�c�W�`�2�����º��_�8�����OB �P�W������v�2�E�u�W�
Δsut = Δcut + Δjut

�8���
Δjut ≤ 0

»4�H�<��8���u�+�8�v�`���
�u�=�z���<�W����<�F���OB	�8�

u
¾5«

�j�HI-�EDH�<�W���`���S�=�Ü�`�����j�W�S�W�¥Ñ¥�ZBF¢��F�-��� �S�<�<�W�zµH���`���`���W�
D2

cut = M ∣D2
cut∣

DH�C���=�u�
M

���Ü�x�x�8�`�`�bIzÑ
���8�����<�lS°�W�u�=�|�E�S���=�`���W���C���`� ∣M ∣ = 1

«-Q������<���å�,�8�u���S��8�����S���C���`���u�<�<�W�����S�=�`�����8�`�����<�ED
M

���
�CBF�z�q�=�`�`���LD$�8���!�`�����<�

ut
���f�u�=�z���<�W����<���LD

M ≤ 0
«+²b�=�

�1, . . . , �n
�H�q�`���q�=�����=�����8�����<�n�8� −M «

³°���=�
1 = ∣M ∣2 = �21 + . . . + �2n

�8��� −TrM = �1 + . . . + �n
« Q������<�

�i ≥ 0
D~�å�ý��W�`���JB����=�

−TrM ≥ 1
«ç³°���=�u�5�P�W�u�LD

−Δcut = −TrM ∣D2
cut∣ ≥ ∣D2

cut∣ .
»��E� � ¾

Nj�=���<�
F (t+ �)

h;i��B�Bk + h;i*{ lBk
≤ F (t)− c1t∣D2

cut∣(Ωt) .
²b�=�`�`���S�

� ↓ 0
�å���<�W���=�����S�

lim sup
�↓0

F (t+ �) < F (t) .

³°���=�u�5�P�W�u�
t
���|�nµH�W�����|�8�$�-���u�<�W���`�����S���OB	�8�

F
DS�C�S���u�	���C�`�����S�<�`���u�<�	�=�c�8���	«

ÕKÓ¯�¶ÓJÁ 3����¥¤{�w5vgw	®®~��v�|~�M�
³°���	�<�W���=�����`���W���`�_�8�

Dxu ∈ SBV (Ω)
�P�W������v�z�E�u�W���`���J�`�����=���S� �`���<�W�CB¨�8�

BV
�E�S���=�`���W���7»E�u�<�

³°���<�W�u�=� �-«J� � ©��8�h � � ¾5«ÒA½�¨�W�u�S�=�q�u�,µS�u����	�`���J�:�8�q�+µS�u�WµH�=�`�OB��P�W�
∂tu

�å���8µSµS�JB��`���¬�ç�W��µH�=�`�
�u�_�8���J�`�S���±�u�

∂tu = −H(Dxu)
«$�C�<�<�W�u�-���S�q�u�n³°���<�W�u�=� �-« �LÀn�8�� � � D-�å�±�<�W���=�����S�Ü�`�_�8�

[∂xjt]cu =

−∑i ∂iH(Dxu)[∂xjxi
]cu = 0

»4�H�<��8���u�
[D2

x]cu = 0
¾j�8���

[∂tt]cu = −∑i ∂iH(Dxu)[∂xit]cu = 0»4�H�<��8���u�Ü�å��Põ���`�v�<�W���=�����S�<�
[D2

xt]cu = 0
¾5«

�j�°�P�W�j®å�W�u�W���c�8�CB0À-« �TDS���=�
u
�H���n�F���u�<���`���OBJ�u�W���S�`���W���8�Ì»½À � ¾C�8���	�u�=�

ũ(t, x) := u(x)
«å³°���=�

ũ
���j�

�F���u�<���`���OB+�u�W���S�`���W���8�
∂tũ+H(Dxũ) = 0

���
ℝ × Ω

«²S B]�W�S���x�8��� ³°���<�W�u�=� À-«J�n�`���z�u�=���8�°�`���q�<�±�P�W�Ü�C�S���u�
Dxũ(t, .) /∈ SBVloc(Ω)

���f�8�
�q���`�v�<�W�S���:�8�S����«�Q������<�

Dxũ(t, ⋅) = Du
DF�P�W�v�=���=�CB

t
D-�å�f�<�W���=�����S�Ü�`�_�8�

Du ∈ SBVloc(Ω)
«

) �� ¦��v�� ÕKÓ ÕKÓ ð ¾S¸z¿ ÷ ¸`º=¹P»WÄ°ºu»8¿¸+À�óx¼4¾�¹c¿�±$ÀWÆ`ÀWÄ4Ä�»WÆ5Â�ó<ÀWÆ Ω ⊂ ℝ
2 �ò»8¿ý»WÄ Æu¸`»�·WÂ ÷ Æ`ÀWÅW¸`·,¹~ñwµ�O�¶ F ¿¸u¸±$ÀWÆ`ÀWÄ4Ä�»WÆ5Â=K�È Q�¼4¾S¸5Æu¸5¹~ñ�G�Èì®z¸�ñ�À�¼½¸	¼4¾-»�¼2¼4¾S¸ ÷ Æ`ÀÀ�ó ÷ Æ`À ÷ À8¿¸`·�¹~ñ=µ�O�¶(�ò»8¿JÁqÀWÆu¸]ºuÀWÁ ÷ Ä ¹Pºu»�¼½¸`·¨¼4¾-»�ñ

¼4¾S¸JÀ�ñH¸J»�Ã`ÀWÅW¸È ð ¾�¹c¿x¹c¿+·�ô�¸J¼�À�¼4¾S¸ ÷ À��å¸5Æ	À�ó ð ¾S¸`ÀWÆu¸5Á ³�ÈXK�È ¶`ñ�µ�O£¶+¼4¾S¸J»�ô-¼4¾-ÀWÆ:¿ ÷ Æ`ÀWÅW¸`·!¼4¾S¸ 1 S·W¹4Áx¸HñS¿5¹PÀ�ñ�»WÄ�ºu»8¿¸jÀ�ó ð ¾S¸`ÀWÆu¸5Áè³�ÈXK�È ð ¾S¸ ÷ Æ`ÀÀ�ój»�Ã`ÀWÅW¸vÆu¸`·�ôSº:¸:¿±¼4¾S¸ 2 S ·W¹4Áx¸HñS¿5¹PÀ�ñ�»WÄ�ºu»8¿¸jÀ�ó$±$ÀWÆ`ÀWÄ4Ä�»WÆ5Â³�È�M2¼�À�¼4¾S¸
2+1

ºu»8¿¸jÀ�ó ð ¾S¸`ÀWÆu¸5Áã³�ÈXK�Èò¶`ñ�µ�O�¶C¼4¾S¸
2
õõ·W¹4Áx¸HñS¿5¹PÀ�ñ�»WÄ�ºu»8¿¸|À�ó$±$ÀWÆ`ÀWÄ4Ä�»WÆ5Â�³�È�M+�ò»8¿°Æu¸`·�ôSº:¸`·

¼�Àx¼4¾S¸
1 + 1

ºu»8¿¸nÀ�ó ð ¾S¸`ÀWÆu¸5Á�³�ÈXK@9|¼4¾�¹c¿ÜÆu¸`·�ôSº<¼E¹PÀ�ñ�Æu¸Cö�ôF¹4Æu¸:¿z»z¿Hô�Ã=¼EÄ�¸5Æn»WÆ½ò�ôFÁx¸Hñ_¼½È
azçX� å @}?�ìO<q\	?L85@
A½� �`�S���2�u�<�=�`���W�!�å�xµS�u����x�½�å�����zµH�W�`�:�8���n�<�`�`���x�8�u�<�«J³°�������u�`�f�����`���x�W���x���!²b�=�z�x�7À-« �-«J³°���
�u�<�<�W���J���|�8�	�<�`�`���x�8�u�Ü�C�S���u���C�����b�H�±���u�5�E�S�K���JµS�u��F���S�ý²b�=�z�x�ÏÀ-« �x�8���J�C�����b�H�Ü�`�:�8�u�<�+���=�u��«
³,�� ( ¦��ÕKÓ~È	Ó ¶¯ó

"(C)
¹~ñ(»����L��¾C¹c¿°¿HôH��º=¹�¸Hñ_¼EÄ ÂÜ¿5Áq»WÄ4Ä 4r¼4¾S¸HñJ¼4¾S¸Kó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òÜ¾-ÀWÄ�·8¿È:EbÀWÆ|»�ñ�Â

t ∈]0, T ] 4»�ñ�Â
� ∈ [0, t]

»�ñ�·ý»�ñ�Â�°|ÀWÆu¸5Äb¿¸=¼
E ⊂ Ωt

�å¸Ü¾-»WÅW¸
∣∣∣Xt,�(E)

∣∣∣ ≥ (t− �)n

tn

∣∣∣Xt,0(E)
∣∣∣ . »��E�T�}¾

�L�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\�É¯V�YBú ¤�ÇÌ_u× Ý�V�Ü@ûºüz¤�aHVL[T_�XLý ^ ¤gÝC_ V�Ü¥¡�_JÜ ℝ
n

ÕKÓ ªKÓ� rtM��M{Lu}|¯¡=|¯u`¥
A½�J�`���ÜµS�u�F�8�$�8�~�H�W�`�J���=�z�x�W�EDS�`���±�P�W������C���S�x�u�=�x�8�`¢ýµS�c�B-�j�f�E�S�����8�q�=���:�8���u�W����«
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	tlÕKÓ §KÓ EbÀWÆ2»�ñ�Â

C > 0
¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿

"(C) > 0
�$¹E¼4¾	¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�ò ÷ Æ`À ÷ ¸5Æ=¼EÂ�È|¶¯ó v ¹c¿f»¿¸5Án¹PºuÀ�ñ�ºu»WÅW¸�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ*�$¹E¼4¾�ºuÀ�ñS¿=¼�»�ñ_¼åÄ�¸:¿:¿2¼4¾-»�ñ

C
4å¼4¾S¸Hñ ¼4¾S¸fÁq» ÷ x 7→ x− tDH(∂v)

¹c¿�¹~ñ�»¸`º<¼E¹4ÅW¸
ó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â

t ∈ [0, "(C)]
È

Nj�=�u�±�`���Ü����P`�<�=�`���F���OBJ�8�ç�n�u�=��Ñ����8�����<�J�x�8µ
B
���C�S���S�=�u�`�u�F�F�+���	�`���j�P�W������C���S�x�_�8�`�S�:�8�r�°�B

x ∕= y =⇒ B(x) ∩B(y) = ∅ .
¹ Æ`ÀÀ�óÈ+F �f�W�u�`�S�q�±�MBJ�<�W���`�:�W�-���=�`���W���`�_�8�v�`���=�u���HI-���`�

x1, x2 ∈ Ωt
�C���`�

x1 ∕= x2
�8���	�`���u�	�`�_�8�E�

[x1 − tDH(∂v(x1))] ∩ [x2 − tDH(∂v(x2))] ∕= ∅.
³°�S���C�q��8���v�`�_�8�v�`���=�u�Ü���|�2µH�W�����

y
�`���u�	�`�_�8�

{ x1−y
t ∈ DH(∂v(x1)),

x2−y
t ∈ DH(∂v(x2));

⇒
{
DH−1(x1−y

t ) ∈ ∂v(x1),
DH−1(x2−y

t ) ∈ ∂v(x2).

S Bý�`�����u�=�z���<�W����<�F���OB	�8�
v
�å�Ü���=�E�

M(x1, x2) :=
〈
DH−1

(x1 − y

t

)
−DH−1

(x2 − y

t

)
, x1 − x2

〉
≤ C∣x1 − x2∣2.

»��E�L��¾

�|���`���q�W�`���=�Ü�_�8���KD
D(DH−1)(x) = (D2H)−1(DH−1(x))

»4���W�u�z�`�_�8�Ü��� �`�S���j�P�W�`�f�S�c�TD
DH−1�S�=���W�u�<�|�`���Ü�������=�u�u�f�8�$�`�����x�8µ

x 7→ DH(x)
D��C���=�u��W�

D2H−1(y)
�S�=���W�u�<�v�`�����x�8�`�`�bI

A
�C�S���u�

���±�`���n�������=�u�u�q�8�°�`���n�x�8�`�`�bI
B := D2H(y)

¾5«n³°���=�u�5�P�W�u�
D(DH−1)(x)

�����+�CBF�z�q�=�`�`���n�x�8�`�`�bIKD
�C���`�

D(DH−1)(x) ≥ c−1
H Idn

«,A½�°�P�W������v�C�`�_�8�

M(x1, x2) = t
〈
DH−1

(x1 − y

t

)
−DH−1

(x2 − y

t

)
,
x1 − y

t
− x2 − y

t

〉
≥

≥ t

2cH

∣∣∣x1 − y

t
− x2 − y

t

∣∣∣
2
≥ 1

2tcH
∣x1 − x2∣2 ≥

1

2"cH
∣x1 − x2∣2.

»��E�L��¾

Så�S���Y�
" > 0

���f�`�x�8���ò�=���W�S����D~�W���q�W�u�qµS�u�<�=���u�=�JB,�Y�C�������f�u�����u�=�!�u���:�8�`���õ�B
2"cH < 1

C

�`���z�½�å�
�����º��_�8�����`���<�Ì»��E�L��¾C�8���(»��E�L��¾C�8�u�Ü���	�<�W���`�:�W�-���=�`���W�b«

ÕKÓ ªKÓ¯� � ����vgw�Ð=| ¦�Tu}|~w	t
F �����HI-�+�<�W���`���S�=�

u
�W�ý�����`�����P�W�`�f�S�c�8�`���W���J�8���`�����½�å�Q���=�z�x�W�ED|�8���

t ∈ [0, T ]
« ³°���=���`���

�E�S���=�`���W�
ṽ(x) := u(x) − C∣x∣2/2 ���f�<�W����<����«,®å�W���`���S�=�f�`���ý�8µSµS�u�I-���x�8�`���W��� B�

»4�C���`�
� > 0

¾
�8�
∂ṽ

�������=�������±�H���S���`���W� �-« �F« S B¨³°���<�W�u�=� �-«J� � »4�~¾HD
B� = Dṽ�

�P�W�ý�u�W�q���<�W����<���	�E�S���=�`���W�
ṽ�
�C���`�¨²K��µ��u�u�S���C¸+���:�W�-���=���«�®å�W���`���S�=�2�`���=�u�5�P�W�u�ý�`���x�E�S���=�`���W�

v�(x) = ṽ�(x) + C∣x∣2/2 «,³°����u�=�z���<�W����<�F���OB	�<�W���`�:�8���j�8�
v�
���C���W�C�c�8�`���=�|�`�_�8�

C
«

³°���=�u�5�P�W�u�±�å����8�	�8µSµS�JB+©$�u�WµH���`���`���W�0À-« ©z�8���J�u���F���u�
"(C)

�`�Tïx�=���=���`�JB+�`�x�8���K���	�`���u�	�2�°�Bý�`�_�8�
�`���Ü�x�8µ��

x 7→ A(x) = x− tDH(∂ut) x 7→ A�(x) = x− tDH(Dv�)
»��E�g��¾

�8�u�Ü�H�W�`�J����P`�<�=�`������«å®å�W���`���S�=�|���HI-�C�`���±�P�W������C���S�q�q��W�`�S�u�<�E�

��(E) := ∣(Id − tDH(Dv�))(E)∣ �(E) := ∣(Id− tDH(∂ut))(E)∣ . »��E�L��¾

�L�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\�É¯V�YBú ¤�ÇÌ_u× Ý�V�Ü@ûºüz¤�aHVL[T_�XLý ^ ¤gÝC_ V�Ü¥¡�_JÜ ℝ
n

³°���<�u�|�q��W�`�S�u�<�°�8�u�|�å�=���Y�½�S�H�����<�+�H�<��8���u�j�8�b�`���v����P`�<�=�`���F���OBqµS�u�WµH�=�`�OBxµS�u����<�x���+©$�u�WµH���`���`���W��À-« ©-«
�j��"D-�W�<�<�W�u�-���S�n�u�f³°���<�W�u�=� �-«J� � D��`���|���:�8µS���

ΓDv�
�8���

Γ∂ut
�8�u�|�H�W�`�x�u�<�=�`�b���8�S���±�=�S�`�u�=���u�C�8���

�`�������u�`���8�u�n�<�W�����=�`�����S�$Dr�W�
� ↓ 0

DH�u�ý�`���2�c�8�`�u�=�«�F �n�S�=���W�u�2�`���=��DH�u�<�`µH�<�=�`�����=�JB�DK�MB
T�

�8���
T
«

Q����z���c�8�`�JB�D-�å�±��8�J�W�u�u�F�=�c�8�u�|�`���j�u�<�=�`�b���8�S���Ü�=�S�`�u�=���u�
S
�8���

S�
�u�f�`���j���:�8µS���

ΓA
�8���

ΓA�
�8�b�`���

�x�8µ��Ü���¤»��E�g��¾=«��j�W�u�2�`�_�8�Ü�`���<�u�n���:�8µS���Ü��8���H�n�W�S�:�8�����<���MB,�<�W�zµH���`���S�
Γ∂ut

�8���
ΓDv�

�C���`�
�`���±�P�W������C���S�q�����W�_�8���-�bGK�<�W�q�W�`µS�S���`�*�8�

ℝ
n �

(x, y) 7→ Φ(x, y) = x− tDH(y) .

A½�J�`���Ü�c�8�S���_�8���f�8�$�=�S�`�u�=���u�|�å�Ü�`���=���_�<���
S� = Φ♯T�

�8���
S = Φ♯T

«ç³°���=�u�5�P�W�u�LD
S� → S

���J�`���
�u�=���u�Ü�8�$�=�S�`�u�=���u�«
F �Ü�°�8���|�u�z�`������`�_�8�

�� ⇀∗ � .
»��E�LÀ�¾

 ����u�`�q�8�Ü�8���9Dò���W�u�+�`�_�8�
S
�8���

S�
�8�u�+�u�<�=�`�b���8�S�����=�S�`�u�=���u�x�8�j�f�S���`��µS�����=���OB

1
�`�SµSµH�W�`�u�<�¨�W�¨�`���

�u�<�=�`�b���8�S���n�u�=�u�
ΓA = Φ(Γ∂ut)

�8���
ΓA� = Φ(ΓB�) = Φ(ΓDv�)

«�Q������<�
B�

���±�q²K��µ��u�u�S���C¸n�x�8µ�D
�`���x�8µSµS�u�I-���x�8�u�q�:�8�S���=���2µS�c�8���

�
�u�
S�

���>»P�-« ��« ¾QµH�W�����
(x,A�(x))

�����`µ_�8�S���<� �MB]�`���z���<�=�u�W�u�
ei +DA�(x) ⋅ ei

�8���+���=���<���W�`���=���u�<�	�MB+�`���
n
�����<�=�u�W�

→
v :=

(e1 +DA�(x) ⋅ e1) ∧ . . . ∧ (en +DA�(x) ⋅ en)
∣(e1 +DA�(x) ⋅ e1) ∧ . . . ∧ (en +DA�(x) ⋅ en)∣

.

�j��"DS�MB+�`���Ü��8���=�S�c�8�`���W�]�8�$©$�u�WµH���`���`���W� À-« ©TD-���C�P�W������v�v�`�_�8�
detDA� ≥ 0

«,Nj�=���<�

⟨dy1 ∧ . . . ∧ dyn,
→
v ⟩ ≥ 0 .

»��E���L¾
S Bý�`�����<�W�����=�`���=���<�

S� → S
D=»��E���L¾å���W���S�°�P�W�C�`���Ü�:�8�S���=���|µS�c�8���<�v�u�

S
�W�C�å�=����«

�j�HI-�ED��<�W���`���S�=�ç�
' ∈ C∞

c (Ωt)
«,Q������<�å�H�W�`�

ΓA
�8���

ΓA�
�8�u�°�H�W�S���S�<�n�u�=�u�ED��<�W���`���S�=�ç�|�_�8���

BR(0)�`���u�Q�`�_�8�
supp (ΓA), supp (ΓA�) ⊂ ℝ

n × BR(0)
�8�������=�

� ∈ C∞
c (ℝn)

�H�+���=�S�õ�½�gG��E�S���=�`���W�
�C���`�

�∣BR(0) = 1
«�³°���=��Då�MB¨�`�:�8�����8�u����8���=�S�c�8�`���W���ý�W���=�S�`�u�=���u�ED°�`���J����P`�<�=�`���F���OB¨µS�u�WµH�=�`�OB¨�8�

©$�u�WµH���`���`���W�7À-« ©q�8���(»��E���L¾å���zµS�JBý�`�_�8�
∫
'd� = ⟨S, '(x)�(y)dy1 ∧ . . . ∧ dyn⟩,

»��E�L©�¾
∫
'd�� = ⟨S�, '(x)�(y)dy1 ∧ . . . ∧ dyn⟩ .

»��E�L��¾

³°���=�u�5�P�W�u�LD��`�����<�
S� → S

D-�å���<�W���=�����S���`�_�8�

lim
�↓0

∫
'd�� =

∫
'd� .

³°�S���v�`����v�Ì»��E�LÀ�¾=«

ÕKÓ ªKÓ ª 0"vgwKw5¢+w5¢Z³,�� ( ¦�¦ÕKÓ~È
 ����u�`�$�8�H�8���-�å�C�u���F���u�

"
�u�j�`�x�8���-�`�_�8�$�`���°�<�W���=�����`���W���ç�8��©$�u�WµH���`���`���W�ÏÀ-« ©±�8���2�`�����u�°�8��Q��S���u�<�=�`���W�

À-« �-« �n���W���K«
F �z�<�W���`���S�=���`���=�u�5�P�W�u�LDb�`���x�8µSµS�u�I-���x�8�`���W���

v�
�8�+Q��S���u�<�=�`���W�ÙÀ-« �-« �TDb�å�z�S�H�����z�`���z�q��W�`�S�u�<�

��8���
��

�W�C���(»��E�L��¾C�8���J�`���Ü�q��W�`�S�u�<�
�̃
�8���

�̃�
�W�

�̃(E) := ∣(Id− (t− �)DH(∂ut))(E)∣ �̃�(E) := ∣(Id− (t− �)DH(Dv�))(E)∣ . »��EÀ � ¾

�g�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\�É¯V�YBú ¤�ÇÌ_u× Ý�V�Ü@ûºüz¤�aHVL[T_�XLý ^ ¤gÝC_ V�Ü¥¡�_JÜ ℝ
n

S Bý�`�����:�8�q���8�`���S�q�=���u�±�W�C���7Q��S���u�<�=�`���W� À-« �-« �TDS�å�Ü���<�<�<�u�:�8�`���JB+�_�<���
�̃� ⇀

∗ �̃
«

³°�����<�W���=�����`���W���8�~�`����²b�=�z�x�q��8�J����§�H�j�P�W�`�f�S�c�8�u�<�]�W�

�̃ ≥ (t− �)n

tn
� .

»��EÀT�}¾

S Bý�`�����<�W�����=�`���=���<�f�8�~�`���Ü�q��W�`�S�u�<�
��
�8���

�̃�
�u�
�
�8���

�̃
D-���|�`�Tïx�<�<�C�u�q�`����

�̃� ≥ (t− �)n

tn
�� .

»��EÀL��¾

�|� �`���q�W�`���=�f�_�8���KD��`�����<�z�`���z�x�8µ��
x 7→ x − tDH(Dv�)

�8���
x 7→ x − (t − �)DH(Dv�)

�8�u�
�H�W�`�J����P`�<�=�`�����2�8���J²K��µ��u�u�S���C¸�D��å����8�	���u�±�`���f�8�u��2�P�W�`�f�S�c�n�u�z�C�`���u�L�

�̃�(E) =

∫

E
det
(
Idn − (t− �)D2H(Dv�(x))D

2v�(x)
)
dx,

»��EÀL��¾

��(E) =

∫

E
det
(
Idn − tD2H(Dv�(x))D

2v�(x)
)
dx

»��EÀg��¾

³°���=�u�5�P�W�u�LDS�Y�~�å���u�=�

M1(x) := Idn − (t− �)D2H(Dv�(x))D
2v�(x)

M2(x) := Idn − tD2H(Dv�(x))D
2v�(x) ,

�`���Ü�����º��_�8�����OB(»��EÀT�}¾å���v�º��S�����8���=���|�u�

detM1(x) ≥ (t− �)n

tn
detM2(x)

�P�W�|�-« ��«
x
« »��EÀL��¾

�j�W�u�±���HI-�v�`�_�8�

detM1(x) = det(D2H(Dv�(x))) det
(
[D2H(Dv�(x))]

−1 − (t− �)D2v�(x)
)

detM2(x) = det(D2H(Dv�(x))) det
(
[D2H(Dv�(x))]

−1 − tD2v�(x)
)

QF�=�
A(x) := [D2H(Dv�(x))]

−1 �8��� B(x) = D2v�(x)
«ç³°���=�	���v�`�Tïx�<�<�v�u�nµS�u������`�_�8�E�

det(A(x)− (t− �)B(x)) ≥ (t− �)n

tn
det(A(x)− tB(x)) .

�j�W�u�±�`�_�8�
A− (t− �)B =

�

t
A+

t− �

t
(A− tB) .

S B2�u���F���`���S�
"
�`�Tïx�=���=���`�JBn�`�x�8���=»4�S�S�ç�W�S�JB2�S�=µH�=���-���S���W�

cH
�8���

C
¾HDW�å�C��8�q�W�u�`�S�q�å�`�_�8�

A−tB���|�2µH���`���`�������u�=�z���S�H���S���u�Ü�x�8�`�`�bIK« Q������<�
A
���|�2µH���`���`�������S�H���S���u�Ü�x�8�`�`�bIKDS�å���<�W���=�����S�

A− (t− �)B ≥ t− �

t
(A− tB) .

»��EÀLÀ�¾

�/�`�:�8�����8�u���8�`���S�q�=���|���	��������8�j�8�����=�S�:�z�`����v�v�`�_�8�

det(A− (t− �)B) ≥ (t− �)n

tn
det(A− tB)

»��EÀ��L¾

�L�



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\�É¯V�YBú ¤�ÇÌ_u× Ý�V�Ü@ûºüz¤�aHVL[T_�XLý ^ ¤gÝC_ V�Ü¥¡�_JÜ ℝ
n

�C�S���u�J�<�W���=�����S�<�°�`���|µS�u�F�8�`«�F �|�����=�����S�LD��P�W�å�`���|�u��W�S�=�°�<�W�����=�S���=���<�LD_��µS�u�F�8�r�8��»��EÀLÀ�¾
=⇒ »��EÀ��L¾5«

A½�q�`�Tïx�<�<�q�u���`���� �`�_�8�EDå�Y�
E
�8���

D
�8�u�JµH���`���`�����	�u�=�z���S�H���S���u�J�x�8�`�`���<�<�x�C���`�

E ≥ D
Dò�`���=�

detE ≥ detD
«�F����`���W�S�å�����u�ò�8�K���=���=�:�8�����OB�D-�å�|��8�+�W�u�`�S�q�v�`�_�8�

E
���ò���ý�-�c�8���W�_�8���P�W�`��D���« ��«

E =
diag (�1, . . . , �n)

D��8�����`�_�8�
E > D

«�³°���=�2��W�u�
�i
���rµH���`���`������«��±�H�����

G := diag (
√
�1, . . . ,

√
�n)

«
³°���=�

Idn ≥ G−1DG−1 = D̃ .
�|�S�$�=�c�8���¬�å�W�S���n�P�W������Q�Y���å�C��8�nµS�u����

1 ≥ det D̃
DW�`�_�8�$���EDW�Y�_�å�C��8�zµS�u����°�`���°�W�`�������_�8���=�c�8��� �P�W�

E
�8���

D
���n�`���°�`µH�<�=�c�8�S��W�u�ò�C���=�u�

E
�����`���å���S�=���`���OBn�x�8�`�`�bIK«zSå�S�~���n�`�S���~��W�u�å�å�C��8�z�-�c�8���W�_�8���J¸�

E
�8���

D
�8�C�`�����:�8�q�±�`���q��«ç³°���=�u�5�P�W�u�

D = diag (�1, . . . , �n)
«,Så�S�EDS�`�����<�

E ≥ D ≥ 0
DS�å�Ü�_�<���

0 ≤ �i ≤ 1
�P�W�|��W�u�

�i
«$³°���=�u�5�P�W�u�

detE = 1 ≥ Πi�i = detD .

ÕKÓ ªKÓJÁ 0"vgwKw5¢+w5¢Z³,�� ( ¦�¦ÕKÓ¯Ê
�j�ç���ý�`���vµS�u�F�8���8�H����|�å�|�C�������`������`���|²b�=�z�x�f�MBx�8µSµS�u�I-���x�8�`���W�+�C���`�ý�`���C�E�S���=�`���W���

v�
«,�|���<�

�8���8�����å�������`�u�F�-���<�f�`���Ü�q��W�`�S�u�<�
��

�8���
�
�8�Ì»��E�L��¾=«å³°���=��D_�`�����<�W���=�����`���W�]�8�$�`���f²b�=�z�x�q��8�

�H�j�P�W�`�f�S�c�8�u�<�]�W�
� ≥ c0ℒn − tc1Δut .

»��EÀL©�¾
Q������<�

Δv� ⇀
∗ Δut

�MBJ³°���<�W�u�=�¿�-«J� � »4�����~¾HD����|�`�Tïx�<�<�C�u�z�`����

�� ≥ c0ℒn − tc1Δv� .
»��EÀL��¾

�|���<�f�8���8���	�å����8�	���u�±�`���f�8�u��2�P�W�`�f�S�c�n�u�q�<�W�zµS�S�u�

��(E) =

∫

E
det(D2H(Dv�(x))) det

(
[D2H(Dv�(x))]

−1 − tD2v�(x)
)
dx

»��}� � ¾

Q������<�
D2H ≥ c−1

H Idn
�8���

[D2H]−1 ≥ c−1
H Idn

D-�å����8���<�`�`���x�8�u�

det(D2H(Dv�(x))) det
(
[D2H(Dv�(x))]

−1 − tD2v�(x)
)

≥ c−n
H det

(
1

cH
Idn − tD2v�(x)

)

»��}���}¾
�8�`���S���S���W�f���¤Q��S���u�<�=�`���W�ÒÀ-« �-« �-«0A��C�å�ý�u���F���u�

"
�u���`�x�8���å�`�_�8�

0 < " < 1
2cHC

D��`���=�
M(x) :=

1
2cH

Idn − tD2v�(x)
���CµH���`���`�����Ü�u�=�z���S�H���S���u��«ò³°���=�u�5�P�W�u�

det(D2H(Dv�(x))) det
(
[D2H(Dv�(x))]

−1 − tD2v�(x)
)

≥ c−n
H det

(
1

2cH
Idn +M(x)

)
.

»��}����¾
�j�c�8���W�_�8���J¸<���S�

M(x) = diag(�1, . . . , �n)
DS�å����8�	�<�`�`���x�8�u�

det

(
1

2cH
Idn +M(x)

)
=

(
1

2cH

)n n∏

i=1

(1 + 2cH�i) ≥
(

1

2cH

)n

(1 + 2cHTrM(x))

= c2 − c3tΔv�(x) .
»��}����¾

 ����_�8���JB�DS�MB(»��}� � ¾�D�»��}���}¾�D�»��}����¾C�8���(»��}����¾�D-�å�Ü���=�

��(E) ≥
∫

E
(c0 − c1tΔv�(x)) dx .

³°�S���v�<�W���=�����S�<�|�`���±µS�u�F�8�`«

�LÀ



Æ ÙQP YÅXEW ^ × ¤gY`_ ÝO\�É¯V�YBú ¤�ÇÌ_u× Ý�V�Ü@ûºüz¤�aHVL[T_�XLý ^ ¤gÝC_ V�Ü¥¡�_JÜ ℝ
n

azçK� ö ê�3z3�¸C@�3�¸��+85< <q\ azçX� \K2R:��+85< <q\ azçK�
ÕKÓJÁ�Ó� 0"vgwKw5¢+w5¢Z³,�� ( ¦�¦ÕKÓ ª
³°�����=�c�8��� �P�W������v�C�E�u�W� �`���±�P�W������C���S�ý�<�W���`���S�=�:�8�`���W���

�t,0(Ωt) ⊂ �s,0(Ωs)
�P�W�v�=���=�CB

0 ≤ s ≤ t ≤ T
« »��}�}��¾

A½���S�<�<�KDK�<�W���`���S�=�
y ∈ �t,0(Ωt)

«�³°���=�,�`���=�u�z�HI-���`�u�
x ∈ Ωt

�`���u���`�_�8�
y
���±�`���2�S�S� º����2�z���S���f�S�

�8�µ»½ÀL��¾=«n®å�W���`���S�=�
z := s

tx + t−s
t y

«f³°���=�
z ∈ Ωs

«f�]�W�u�<����=�EDb�MB]©$�u�WµH���`���`���W�¦��« �5»4���$¾HD
y
���j�`���

�S�S� º����Ü�z���S���z�J¸�=�j�8�
u0(w) + sL((z − w)/s)

«ò³°���=�u�5�P�W�u�
y = �s,0(z) ∈ �s,0(Ωs)

«

ÕKÓJÁ�Ó¯� 0"vgwKw5¢+w5¢Z³,�� ( ¦�¦ÕKÓJÁ
 ����u�`�v�8�ç�8���9DS�MB+©$�u�WµH���`���`���W� �-« �$DS�å����8�	�u�=���<�=�j�²S°�W�u�=�r�u�=�

E
�8�~�q��W�`�S�u�

0
�`���u�	�`�_�8�

∙ ∂ut(x)
���v�`���S�����5�����8�����<�+�P�W�|�=���=�CB

x ∈ E �
∙ ∣E∣ = 0 �
∙ ∣D2

cut∣(Ωt ∖E) = 0
«

A��K�å�±�W�u�`�S�q�|�`�_�8�å�W�S�°�`�:�8�u�=�q�=���°�å�=�u�v���8���u�LD��`���=�ý�`���=�u�|�å�W�S���ý�HI-���`�°���<�W�zµ_�W�=�C�u�=�
K ⊂ E

�`���u�
�`�_�8�

∣D2
cut∣(K) > 0 .

»��}����¾
�8���

Xt,0(K) = �t,0(K) ⊂ �t+�,0(Ωt+�)
«z³°���=�u�5�P�W�u�z���Ü�`�S�`�����W�S�Ü�`�_�8�

Xt,0(K) = �t+�,0(K̃) =

Xt+�,0(K̃)
�P�W�v�u�W�q�"S°�W�u�=�r�u�=�

K̃
«

�j��"DH�<�W���`���S�=�
x ∈ K̃

�8�������=�
y := �t+�,0(x) ∈ Xt+�,0(K̃)

�8���
z := �t+�,t(x)

«�S B	©$�u�WµH���`���`���W�
��« �5»4���$¾HD

y
���C�`���Ü�S�S� º����±�z���S���z�J¸�=�j�8�

u0(y) + tL((z − y)/t)
DS��« ��«

�t,0(z) = y
«

Q������<�
y ∈ �t,0(K)

D��`���=�u�n�HI-���`�u�
z′
�`���u�]�`�_�8�

�t,0(z
′)
«"�|�,�`���2�W�`���=�±�_�8���KDH�MB�©$�u�WµH���`���`���W�¦À-« ©TD

µS�u��F���S�<�
"
�_�W�j�H�<�=�,�u�����u�=� �`�Tïx�=���=���`�JB]�`�x�8���9D

�t,0
���Ü�8�]����P`�<�=�`�����2�x�8µb«�Nj�=���<�2�å�2���<�<�<�u�:�8�`���JB

�_�<���
z′ = z

«ç³°�S���v�`����v�v�`�_�8�
Xt+�,t(K̃) ⊂ K .

»��}��À�¾
S B+²b�=�z�x�µÀ-« ��D

∣K∣ ≥ ∣Xt+�,t(K̃)∣ ≥ �n

(t+ �)n
∣Xt+�,0(K̃)∣ =

�n

(t+ �)n
∣Xt,0(K)∣ . »��}�L�L¾

Nj�=���<�LDS�MB+²b�=�z�x�ÏÀ-« �
∣K∣ ≥ c0∣K∣ − c1t

�n

(t+ �)n

∫

K
dΔut .

»��}��©�¾
�|�J�`���Ü�W�`���=�v�_�8���KD-�u�<��8���b�`�_�8�

K ⊂ E
�8��� ∣E∣ = 0

«$³°�����ED ∫
K dΔsut =

∫
K dΔut ≥ 0

«R�|�J�`���
�W�`���=���_�8���

Δsut ≤ 0
»4�MB,�`���z�u�=�z���<�W����<�F���OB �8�

u
¾5«q³°�����Ü�å�q�<�W���=�����S�q�`�_�8�

Δsut
Dr�8�������=���<�

�8���u�
Δcut

DS���8�S���`���<�v�����S�=���`����8���JB��W�
K
«RNj��å�=���=�EDH�8�`���S���S�+�W�v��� Q��S���u�<�=�`���W� À-« �-« �TD��å�f��8���`����

−Δcut ≥ ∣D2
cut∣

D��8���n���=���<�LD��u�<��8�������S�¬»��}����¾�D −Δcut(K) > 0
«~³°�S���~���ç�j�<�W���`�:�W�-���=�`���W�+�8���n���=���<�

�<�W���=�����S�<�v�`���ÜµS�u�F�8�`«

���
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� ÿ ªBÌÍå·Þ�n	k+m�� ª+ä�k��²å�o���ã�ª�n	åÅk+mÌp ä å�n ¨ k��²p�n.ª+änÞÅo�p
À çOè é 2=?Lê�3�:RëR/�?�ì93=2
A½�2�`���ò�c�W�`��µ_�8�`�$�8���`�S�����`���<�`�����å�°�S��8���C���`�q�vµS�u�W�S���=�¬���2�`���ò�`���<�W�CB2�8�_�WµS�`���x�8���<�W���`�u�W�-�����`�u�F�-���<�<�
�P�W�ç�`�������u�`�ç�`���q�v�MBz�|���H�=�`�u�"Så�u�<�u�:�8�q���� © � �8���q�C�S���u�x�_�W�ç�H�<�=�x�`�S���u�º����=���`�JBq�`�`���-���<�z���x�u�=���=�:�8�
µ_�8µH�=�u�"»E�u�<��J�L� � D�J�E� � D�J�E� � �8���*J��� � ¾5«$³°���jµS�u�W�S���=� �q�F�S�=���°�`���±�`µS�u��W�J�8�����u�±���	�Ü�P�W�u�<�`�C�W�°�`�_�8�
�8�ç�z�<�W���:�8�z���_�8�`���S�	�8���=���«ò³r�W�S�����`�_�8�|�`�S���C�u�WµS�������v�-�bGK�=�u�=���|�MB+�`���ÜµS�u�=�F���W���|�W���<�EDS�å�Ü�C�����b���=�
�8���b�`���±�u�<�`�S���u�v���`���S�z�`���Ü�`���<�W�CBJ�8�

SBV
�E�S���=�`���W���j�8����N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S�~�º��_�8�`���W���«

Så�u�<�u�:�8�����¬ © � µS�u�WµH���u�<���`���	�P�W������C���S�¨�x�8�`���=�x�8�`����8���q�F�S�=��«¯®å�W���`���S�=�	���<�W���`�������W���J�f�S���`�Y�
�E�S���=�`���W�

F : ℝ2 7→ ℝ
2 �C���`�	�<�W�zµ_�W�=�ED��<�W�����HIJ���8�����<�"»4�`�_�8�v���ED F (x) ���|�2�<�W�zµ_�W�=�|�<�W�����HI	�u�=�å�P�W��=���=�CB

x
�8���

F (xn) → F (x)
�����`���q�u�=���u�z�8��N±�8���u�S�W��GQ�C���=�

xn → x
¾5«z�¯�H�W�S���S�<�KD��WµH�=� �u�=�

R0 ⊂ ℝ
2 ���$�`���v���S���`�c�8�_�<�W���:�8�z���_�8�u�<�+�u�=�å�8��� F �S�<�u�=�`���H�<�ç�`���v�`µH�<�<�x�8�ç�C�S���u�ý�`���v�<�W���:�8�z���_�8�`���W�

�z�������|�`µS�u��W�K«ç�/�<�W���`�u�W�����=�j��8�	�<�W���`�`�`���=�|�W���5�½�-���q�=���`���W�_�8�r�u�<�=�`�b���8�S���f�u�=�u�

»E�W�:A½�°�8����� C ¾°�C�S���u��S���F�u¢q�`���j�`µS�u��W�-���S�n�8�r�`���j�<�W���:�8�z���_�8�`���W��DS�C���`���W�S�C�HIS�<�<�<�-���S�z�f�<�=�`�:�8���+���=�S���`�b«$�]�W�u�|µS�u�<�=���u�=�JB�D

�<�W���`���S�=�±�z�<�W���`�������W���|�E�S���=�`���W�
 : ℝ2 7→ ℝ+

�8���]�z�<�W���`�:�8���
 0

�C���`�
 ≥  0 > 0

«,F �f�S�=���W�u�
�MB

(t) ⊂ ℝ
2 �`���|µH�W�`�`���W�+�8�r�`���|�°�8���H�<�W���`�`�`���=�u�<�ý�C���`�S���+�`���q� t ≥ 0

�8���x�å�|�x�8¢��|�`���v�P�W������C���S�
�W�u�`�S�zµS�`���W���Ì» ℋ1 �S�=���W�u�<�v�`�����W���5�½�-���q�=���`���W�_�8��N±�8���u�S�W��G��q��W�`�S�u�}¾H�
»NÌ�}¾

(t1) ⊆ (t2)
�P�W�v�=���=�CB

0 ≤ t1 ≤ t2
�

»N���¾ ∫
(t)  dℋ1 ≤ t

�P�W�v�=���=�CB
t ≥ 0

«
�¯�`�`�:�8�u�=�LB


�:�8�`���õ�BF���S� »NÌ�}¾%Ñ¶»N���¾|�C�����$�H�n��8�����<� �8��»�·WÁn¹c¿:¿5¹�Ã5Ä�¸2¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ�«ÌA½�,�C�_�8�±�P�W������v�EDK�å�

�C�������8���°�B-�j�W�u�`�S�q�±�`�_�8�
»N���¾ý³°���=�u�Ü���|�z�<�W���`�:�8���

� > 0
�« �«

B�(0) ⊂ F (x)
�P�W�|�8���

x
«

�°�j��W�u���`���q�
t
DS�`���f�<�W���:�8�z���_�8�u�<�,�u�=�|�<�W���`���`�u�|�8�ç�`���ÜµH�W�����u�|�u��W�u���<���MB��8���u�W���S�u�=�JB	�<�W���`�������W���

�`�:�}P`�<�=�u�W�`���<�
x(⋅) �C�S���u�,�`�:�8�`�|��� R0

D_�u�W�������`���2�-�bGK�=�u�=���`�c�8�~�����=�����`���W�
ẋ ∈ F (x)

�8�����S�x���W�j�=�u���u�
�`���Ü�°�8�����


«$³°�_�8�v���ED

R(t) :=
{
x(t)

∣∣∣ x ∈W 1,1 ∩C([0, t],ℝ2) , x(�) ∕∈ (�) ∀� ,
x(0) ∈ R0

�8���
ẋ(�) ∈ F

(
x(�)

) �P�W�|�-« ��«
�
}
.

»��}����¾

�]�W�u�<����=�ED��������=�]�8���W�-�z���u�`���S�����`�`�:�8�u�=�LB

DF�P�W�|�8�MB

x ∈ ℝ
2 �å���u�=�

T (x) := inf{t > 0 : x ∈ R(t)}. »��E© � ¾
³°���qµS�S�`µH���u�x�8�v�`�S����QF�<�=�`���W�������u���`�`���TB��`���q�z���S���f�S� �`���q�z�E�S���=�`���W�

T  �8�f�C�S���u���+µH�W����� x���=�u�å�<�W���:�8�z���_�8�u�<�K« �|���F���W���`�JB
T  ���8�S���`���<�ç���S�=���`����8���JBx�W� R0

�8���q�`���v�u�W�:�8���<�W���:�8�z���_�8�u�<�+�u�=�ç���
�������=�q�MB {T  < +∞} «�F �C�C�����S�H�|�8�S���°�u���u�_�8�:�W�=�u�=�`�J¸�|�`�S���~�E�S���=�`���W�q�F�c�Ü�±�`�S���:�8�S���C�q�F�-�b�_��8�`���W��8�_�`���å���`�_�8��N±�8�z�����u�W�-�����W�<�W�S��µ_�8�`�`�c�8���-�bGK�=�u�=���`�c�8���º��_�8�`���W�x�8���2�`���å�u�=�c�8�u�<�n�_�8�z�����u�W�S�c�8�n�E�S���=�`���W�
�C�����b�H�L�
2��@?�t�|¯u}|~w	t È	Ó�5Ó

H(x, p) := sup
q∈F (x)

{p ⋅ q} − 1
È

A½�+�`���jµ_�8µH�=�7J�E� � Så�u�<�u�:�8�	�8���J�±�±²b�=�������°�����`�u�F�-���<�<�	�f���8�`�c�8�`���W�_�8�bµS�u�W�S���=� �W�+�`���±�u�=�C�8�~�W�-�z���õ�
�`���S���Ü�`�`�:�8�u�=�����<�j�8���JµS�u����<�	�`�����HI-���`�u�=���<�Ü�8�ç�n�z���S���z�J¸�=�²»4�`�S���CµS�u�W�S���=�*���v�<�W�S���<�=�u�<�	�u�n�`�_�8�|�8�
�<�W�T���S���S�,�`���µ���u�q���¨�J�H�W�S���S�<�Q�u�=�ED~�u�<�z�P�W�f�����`�:�8���<��J�E� � ¾5«��|�!�����u�=�u�<�`�`���S�,�MBFµS�u�F�-���=�n�8�|�W�S�
�8�_�8�JB-�`���j���Ü�x�`���W�`�u�=�±µS�u�F�8�å�8�ò�`�S���±�HI-���`�u�=���<�2�u�<�`�S���«±³°���2µS�`�J¸�2�u�xµ_�B����j�`���2���u�2�8�å�u�W�q�f�q�W�u�
�W�-���8���<�<�J�u�<�u�S�S� º����<�|���J���<�W�q�=�`�`�����q��W�`�S�u�Ü�`���<�W�CB�«
A½�	�W�u�S�=�v�u�q�`�:�8�u�Ü�W�S�v�x�8���	�`���<�W�u�=��DS�å�Ü���<�<�	�u�W�q�Ü���W�:�8�`���W�b«

�L©
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È	Ó�5Ó� Ä-�$|t>���=�Mw5vg�� 
F �n�`�:�8�`�±�MB]�����`�u�F�-���=���S�J�`���+A×�<�W�zµS���=�u�z�`�`�:�8�u�=�����<� C DK�C�S���u���å�=�u�Ì���u�`�Ü�S�H�����<�,����J�E� � «�³°���z�S�5�4����S���`���W�����±�q�W�`�����8�u�<�,�MB��`���f�P�W������C���S���HI��8�zµS����«f�j�u�`�S�q�f�`�_�8�


���Ü�8�!�W�-�z���u�`���S���n�`�`�:�8�u�=�LB,�8���

�<�W���`���S�=���z���8�z���JB]�8�å�u�=�u�
�(t)

�:�8�`���õ�BF���S� »NÌ�}¾j�8��� ℋ1(�(t)) = 0
�P�W�±�=���=�CB

t
«±³°���=�

(t) ∪ �(t)�:�8�`�����_�<��»NÌ�}¾%Ñ¶»N���¾5«RA½���W�`���=�v�å�W�u�S�EDS�������=�,�8�]�W�-�z���u�`���S�����`�`�:�8�u�=�LB

D-�å�f��8�	�����=�u��W�u�Ü���u�|�HGK�<�5�

�`�����=���<�u�v�MBJ�W�S�-���S�ý�8� ℋ1 �����=�����������S���2�8�q�W�S���j�8�~�°�8�����«
2��@?�t�|¯u}|~w	t È	Ó¯�¶Ó ÇZñ�»�·WÁn¹c¿:¿5¹�Ã5Ä�¸±¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ


¹c¿v�<�W�zµS���=�u�ý¹ ó

F ¹ G
(t) =

∩
s>t
(s) I

F ¹4¹ G
(t)

ºuÀ�ñ_¼�»W¹~ñS¿f»WÄ4Äb¹E¼4¿ ÷ ÀW¹~ñ_¼4¿fÀ�ó ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸"ô ÷�÷ ¸5Æ2·�¸HñS¿5¹E¼EÂ�4ç¹�È4¸Èj»WÄ4Ä x ¿È�¼½È

lim sup
r↓0

ℋ1(Br(x) ∩ (t))
r

> 0 .
»��E©T�}¾

³°���±�P�W������C���S�xµS�u�WµH���`���`���W�J�P�W������v�°�E�u�W�*�`�:�8�����8�u�J���<�W�q�=�`�`�����q��W�`�S�u�Ü�`���<�W�CB�«
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	t-È	Ó ª »E²b�=�z�x�¬��« �ý�8�"J�E� � ¾ Ó �r¸=¼


Ãu¸x»�ñQ»�·WÁn¹c¿:¿5¹�Ã5Ä�¸2¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ�È ð ¾S¸Hñ�¼4¾S¸5Æu¸ý¸CùW¹c¿=¼4¿q»ºuÀWÁ ÷ Ä�¸=¼½¸n»�·WÁn¹c¿:¿5¹�Ã5Ä�¸±¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ c ¿HôSº5¾�¼4¾-»�¼F ¹4¹4¹ G

(t) ⊂ c(t) IF ¹4Å£G ℋ1(c(t) ∖ (t)) = 0
¸Cù�º:¸ ÷ ¼¶ó<ÀWÆf»ýºuÀ�ô�ñ_¼�»�Ã5Ä�¸Ìñ$ôFÁxÃu¸5Æ2À�ó�¼E¹4Áx¸:¿ t È

�|�+�����u�=�u�<�`�`���S�q�MBFµS�u�F�-���=�v�8���`���j�u�<�`�S���u�C�8���`�S���°���W�u�±���v�fµS�u�F�8�~�8���`���j�����`�S���`�����±���W�=�°�`�_�8�
c
�_�W�

�`���q�x�}I-���f�S���HGK�<�=�`�����=���<�u�n�8�q�W�S�,�8���å�`�`�:�8�u�=�����<�f�C�S���u���-�bGK�=���E�u�W�

�MB �+���=�����������S���+�8�q�W�S���

�8�$�°�8������»4�`�_�8�|���ED
c
�_�W�v�`���f�c�8�`���<�`�|�z���S���f�S� �`���q�Ü�E�S���=�`���W�]�����`�S���|�u�=�j�8�ç�`�`�:�8�u�=�����<�ED��=µb«å�C���`�

³°���<�W�u�=� �F« �2�H�=�����¾5«
F �°���HI-�$�����`�u�F�-���<�v�u�W�q�°���W�:�8�`���W�x���q�W�u�S�=�$�u�Ü�S�<�u�=�`���H�C�W�S�nA½�F���u�<���`���OBn�u�W���S�`���W� C �u�±�`����N±�8�z�����u�W�-����W�<�W�S�r�º��_�8�`���W���C���`���W���`�:�W�=���<�«
2��@?�t�|¯u}|~w	t È	ÓJÁ�Ó*D ¹4ÅW¸Hñ »¨Áx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸ÏóHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ

u : ℝ
2 → [0,∞]

»�ñ�·�»
t ∈ [0,∞[

�å¸,¿¸=¼
ut := u ∧ t = min{u, t} ÈEbÀWÆz»ÏòW¹4ÅW¸Hñ ¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ


4|»+Áx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸

u : ℝ2 → [0,∞]
Ãu¸5Ä�À�ñ�ò8¿q¼�ÀJ¼4¾S¸qº=Ä�»8¿:¿ S ¹ ón¼4¾S¸�ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òºuÀ�ñ�·W¹E¼E¹PÀ�ñS¿±¾-ÀWÄ�·Zó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â

t ∈ [0,∞[
9

F »HG
ut ∈ SBVloc(ℝ

2)
4 ℋ1(Jut∖(t)) = 0

»�ñ�·
ut ≡ 0

À�ñ
R0 IF Ã�G ¶¯ó ∇ut ·�¸Hñ�À�¼½¸:¿f¼4¾S¸2»�Ã:¿<ÀWÄ ô-¼½¸5Ä Â+ºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿ ÷ »WÆ=¼°À�ó Dut 4ò¼4¾S¸Hñ

H(x,∇ut(x)) ≤ 0
ó<ÀWÆ2»�È4¸È

x .
»��E©L��¾

SBVloc(ℝ
2)
���å�j��������8�å�`�S���`µ_�W�<�v�8�

BVloc(ℝ
2)
»4�C���=�u�v�`���C�c�8�`�u�=�ç���ç�`���v�`µ_�W�<�v�8���E�S���=�`���W���ç�_�<�F���S�

�H�W�S���S�<�+���8�`�c�8�`���W�	�W�J�=���=�CBx�H�W�S���S�<�J�WµH�=�J�`�S���u�=�C�8�
ℝ
2 ¾5«ç ��W�°���u�°µS�u�<�=���u�±�S�H���S���`���W�	�å�±�u�5�P�=�°�u�®ò�_�8µS�u�=�Ì��«zF �f�8�u�±����§�u��W�TBý�u�q�`�:�8�u�±�`���Ü�x�8���	�u�<�`�S���|�8�~�`�S����QF�<�=�`���W�b«

���=�Mw5vg��  È	Ó¯Ê¶Ó �r¸=¼

Ãu¸2»�ñ�»�·WÁn¹c¿:¿5¹�Ã5Ä�¸Ü¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ�ÈCÇj¿:¿HôFÁx¸ F �+K'GL4 F �"MNGL4 F �7OPGx»�ñ�·

F �1Q�GQ¼4¾S¸�¹~ñ�¹E¼E¹P»WÄ�¿¸=¼
R0

¹c¿�À ÷ ¸Hñ »�ñ�· ∂R0
¾-»8¿ Rs¸5Æ`À

2 S ·W¹4Áx¸HñS¿5¹PÀ�ñ�»WÄ.�r¸Ãu¸:¿Cò�ô�¸nÁx¸`»8¿HôFÆu¸È
ð ¾S¸Hñ T  ∈ S »�ñ�· T c ¹c¿Ü¼4¾S¸"ô�ñ�¹½ö�ô�¸fÁq»EùW¹4Áq»WÄ�¸5Ä�¸5Áx¸Hñ_¼°À�ó S 4ò¼4¾-»�¼ò¹c¿

ó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â
v ∈ S �å¸Ü¾-»WÅW¸ v ≤ T c »�È4¸È4È

�L�
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È	Ó�5Ó¯� � ¡���v�|~�Tu}|~w	t=�$®���vgw5Æz®~�� 
S°�<�`���S�<�2���u�2�����`�`�����`���ý�����u�=�u�<�`�EDò³°���<�W�u�=� �F« �TD$�u�W���=�`���=�n�C���`�Q�`����Q�S �*�<�W�zµ_�W�=�`���<�u�n�`���<�W�u�=� �8�
�|�f�S�u���`���J�8���,�±�h>j���W�`���9D	BF���=���S�Ü�x�-���u�<�=�±µS�u�F�8�å�8�ò�`���n�HI-���`�u�=���<�2�8�ò�z���S���x�q�P�W�j�`���2���8�`�c�8�`���W�_�8�
µS�u�W�S���=� ���u�`�v�`�`���-���<�+����J�E� � «$�]�W�u�±µS�u�<�=���u�=�JB�D��<�W���`���S�=�v�½�å�q�<�W���`�������W���ED����W�-�����=���8�`�����Ü�E�S���=�`���W���
�, � : ℝ2 7→ ℝ+

�8���	�S�H�����

R
∞ :=

∪

t>0

R(t) , ∞ :=
∪

t>0

(t) and
»��E©L��¾

J() :=

∫

R
∞

� dℒ2 +

∫

∞

� dℋ1 ,
»��E©g��¾

�j�W�u���`�_�8�j�`���Ü�E�S���=�`���W�_�8�
J
���v�å�=���~�S�H�����<�K�°�`���f�u�=�

R
∞
���|�����S�<�<���q��W�`�S�:�8�S���f�MB	³°���<�W�u�=� �F« �

�H�<��8���u�
R

∞ = {T  <∞} »4����å�=���=�ED_�`���±�q��W�`�S�:�8�S�������OB	�8� R
∞
��8���8���u�n�H�±µS�u����<���-���u�<�=�`�JB � �=µb«�C���`��²b�=�z�x�Ï�-«J�Ü�8�1J�E� � ¾5«$�j�|�n�<�W���u�º����=���<���8�$³°���<�W�u�=� �F« �n�å�Ü�_�<���Ü�`���±�P�W������C���S��«

í�w5vgw	®®~��v}¥ È	Ó Õ »�®òµb«$�C���`��³°���<�W�u�=�Ö��«J���8��J�E� � ¾ Ó ¶`ñ,»�·�·W¹E¼E¹PÀ�ñ,¼�À F �+K'G S F �1Q�Gý»8¿:¿HôFÁx¸�¼4¾-»�¼�9
F �$íHG

� ≥ 0
4
� ≥ 0

4
�
¹c¿ÜÄ�Àºu»WÄ4Ä Âx¹~ñ_¼½¸½òWÆ`»�Ã5Ä�¸z»�ñ�·

�
¹c¿ÜÄ�À��å¸5ÆÜ¿¸5Án¹PºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿È

ð ¾S¸Hñ54ò¼4¾S¸5Æu¸z¸CùW¹c¿=¼4¿f»q¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂý¼4¾-»�¼òÁn¹~ñ�¹4Án¹�Rs¸:¿ J »WÁqÀ�ñ�òý»WÄ4Äb¼4¾S¸2»�·WÁn¹c¿:¿5¹�Ã5Ä�¸2À�ñH¸:¿È

À çXW ö ê�856OìO< ìO2�\¶êMì985@Ï3=2 «�	 ¸CëR2R/�?�ì93=2R@
³°�S���°�u�<�=�`���W�+�C�����H�H�j�S�=���W�u�<�+�u�2µS�u����j�`���|�P�W������C���S�z�u�<�u�S�S����8�KµS�u�WµH���`���`���W��D-�C�S���u�+���C�f¢���BqµH�W�����
�8�$�W�S�vµS�u�F�8�`«zF �Ü�u�5�P�=�C�u�x®ò�_�8µS�u�=�Ì�j�P�W�C�`�����S�H���S���`���W�]�8�ç�8µSµS�u�I-���x�8�u�f�<�W���`�����S���OB�«
0"vgw5�,w5�}|¯u}|~w	t È	Ó~È	Ó �r¸=¼

u ∈ S »�ñ�·f»8¿:¿HôFÁx¸  ¹c¿C»fºuÀWÁ ÷ Ä�¸=¼½¸°¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ�È ð ¾S¸Hñx¼4¾S¸5Æu¸C¹c¿C»±Áx¸`»8¿HôFÆ`»�Ã5Ä�¸óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ
ũ
¾-»WÅ¹~ñ�òý¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�ò ÷ Æ`À ÷ ¸5Æ=¼E¹�¸:¿�9

F ¹ G
u = ũ

»�È4¸È F ¹�È4¸È
ũ
¹c¿f»xÆu¸ ÷ Æu¸:¿¸Hñ_¼�»�¼E¹4ÅW¸zÀ�ó u G I

F ¹4¹ G
ũt
¹c¿f» ÷�÷ Æ`ÀEùW¹4Áq»�¼½¸5Ä Â+ºuÀ�ñ_¼E¹~ñ$ôSÀ�ô�¿n»�¼°¸5ÅW¸5Æ5Â x ∕∈ (t) I

F ¹4¹4¹ G�¶¯ó
Φ : [0, 1]×[0, 1] → ℝ

2 ¹c¿v» C1 ·W¹ Áj¸`ÀWÁqÀWÆ ÷ ¾�¹c¿5Á F À�ó
[0, 1]2

�$¹E¼4¾f¹E¼4¿å¹4Áq»Eò�¸�Gf»�ñ�·
��

·�¸Hñ�À�¼½¸:¿
¼4¾S¸2º�ôFÆ5ÅW¸ {Φ(�, s) : s ∈ [0, 1]} 4°¼4¾S¸Hñ,¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òz¾-ÀWÄ�·8¿�ó<ÀWÆf»�È4¸È � »�ñ�·+ó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â t 9

¶¯ó
�� ∩ (t) = ∅ 4å¼4¾S¸Hñ w(⋅) := ũt(Φ(�, ⋅))

¹c¿ �~¹ ÷ ¿<º5¾�¹E¼ÔRf»�ñ�·

ẇ(s) = ∇ut(Φ(�, s)) ⋅ ∂sΦ(�, s)
ó<ÀWÆf»�È4¸È

s

H(Φ(�, s),∇ut(Φ(�, s))) ≤ 0
ó<ÀWÆf»�È4¸È

s .

⎫
⎬
⎭

»��E©L��¾

A½�+�`���jµS�u�WµH���`���`���W���8�H����±���°���C�=�`���=�c�8�K�`�_�8�°�`���Ü²K��µ��u�u�S���C¸Ü�u�=���S�c�8�`���OB+���W���S�å�P�W�
w
���J���u�åµH�W�����½�C���u�

�S�H���S���`���W���ç�å���S�z���W�C���<�<�J�u�z�u�<�S�H�����Ü���|�W���z�u�=�v�8�~�q��W�`�S�u��¸�=�u���
¹ Æ`ÀÀ�ó2À�ó ¹ Æ`À ÷ À8¿5¹E¼E¹PÀ�ñ�´8È�´8Èj®å�W���`���S�=�v�P�W�j�8�MB t �`���²Q�S � �x�8µ

ut
«v®å�W���`���S�=�|����§�`����µS�u�<�=���u���u�=µ-�

�u�<�u�=���:�8�`�����
ũt
�8�
ut
D��������=�,�MB�©$�u�WµH���`���`���W�Ò��«J�}�F«

ũt
�8���

ut
�-�bGK�=�Ü�W���x�u�=�±�8�ò�q��W�`�S�u�Ì¸�=�u�

Lt
«

�]�W�u�<����=�ED
ũt
���|�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB	�<�W���`�������W���±�8�j�8���KµH�W�����u�

x
�P�W�C�C�S���u�

lim
r↓0

∣Dut∣(Br(x))

r
= 0 .

»��E©LÀ�¾

À �
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�|�J�`���Ü�W�`���=�v�_�8���KD-�MBý�`�����S�H���S���`���W���8� S DF�å�Ü�_�<��� Dut = ∇utℒ2 + f�ℋ1 (t)
«��j��"D��`�����<�

0 ≤ ut ≤ t
�-« ��«JDF���ò���°���`�:�8�����8�u�q���W�=�å�`�_�8� ∣f ∣ ≤ t

«~�]�W�u�<����=�EDS�`�����<�
H(x,∇ut(x)) ≤ 0

�P�W�°�-« ��«
x
D

�W�u�`�S�zµS�`���W�¦»N���¾ç���zµS�����<�°�`�_�8� ∣∇ut(x)∣ ≤ �−1 «~³°����� ∣Dut∣ ≤ �−1ℒ2 + tℋ1 (t)
�8���KDF�Y�"»��E©LÀ�¾

���8�����ED-�å�Ü���<�<�<�u�:�8�`���JB+�_�<���

lim sup
r↓0

ℋ1((t) ∩Br(x))

r
> 0 .

³°�����<�W�zµS���=�u�=���<�u�|�8�

DS���zµS�����<�C�`�_�8�E�

ũt
���|�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB	�<�W���`�������W���±�8�|�=���=�CB

x ∕∈ (t)
« »��E©��L¾

�|���F���W���`�JB�DK�Y�
t < �

D��`���=�
ũt(x) ≤ ũ� (x)

�P�W���-« ��«
x
«��]�W�u�<����=�EDK�Y�

x
�����xµH�W�����Ü�8�C�8µSµS�u�I-���x�8�u�

�<�W���`�����S���OB��8�
ũt
�8���

ũt(x) < t
D-�`���=�

»P��¾
x
���|�nµH�W�����|�8�ç�8µSµS�u�I-���x�8�u�f�<�W���`�����S���OBJ�P�W�

ũ�
�P�W�v�=���=�CB

� �
»4�	¾

ũ� (x) = ũt(x)
�P�W�v�=���=�CB

� > t
�8���

ũ� (x) ≤ ũt(x)
�P�W�v�=���=�CB

� ≤ t
«

QF�=�v�`���=�
ũ(x) := supt ũt(x)

«
�¶uE�M�Ú�  ����u�`�j�å�nµS�u����z�W�u�u�=�`�`���W�¤»4�~¾HDH�`�_�8�±���

ũ = u
�-« ��«�«�A½���S�<�<�KDK�<�W���`���S�=�����u�`�±�`���n�u�=�

AN :=
{ũ < N} D°�C���=�u� N ∈ ℕ

«�³°���=�
ũ = ũN

�W���`�����u�=�
A′

N ⊂ AN
�8��µH�W�����u�ý�8�f�8µSµS�u�I-���x�8�u�

�<�W���`�����S���OBJ�P�W�
ũN

�8���
ũ
«�A½���S�<�<�KD��8�v�`���u�]�2µH�W�����

x
�å�Ü�_�<���

ũN (x) ≤ ũ(x) < N
«$³°�����v�å�Ü��8�

�8µSµS�JB¤»P��¾±�8���l»4�	¾HDK�E�u�W� �C�S���u�!�å�q�<�W���=�����S�
ũ(x) = sup� ũ� (x) = ũN (x)

«&�|���u�=�`���z���HI-�Ü�`�_�8�
∣AN ∖A′

N ∣ = 0
�8���x�`�_�8�

ũN = uN
�W�+���u�=�

A′′
N ⊂ A′

N

�C���`� ∣A′
N ∖A′′

N ∣ = 0
«R�|�x�`���j�W�`���=�å�_�8���KD

�W�J�=���=�CB
x ∈ A′′

N

�å�j�_�<���
uN (x) < N

�8���+�`�����
u(x) = uN (x) = ũN (x) = ũ(x)

« QF��D
u = ũ

�-« ��«
�W�

AN
«

Q������<� ∪NAN = {ũ <∞} D8�����u�=�x�8�������u�j�`����Q�`�_�8� u = ∞ �-« ��«��W�
A := {ũ = ∞} «$®å�W���`���S�=�~�����`���C�`�S���u�=�

A′ ⊂ A
�8��µH�W�����u�

x
�C���=�u�v�8���

ũN
�8�u�v�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JBz�<�W���`�������W���«å®ò����8�`�JB ∣A∖A′∣ = 0

«
�|���`���z�W�`���=�Ü�_�8���KDb�W� ��W�u�

x ∈ A′ �å�n���<�<�<�u�:�8�`���JB��_�<��� ũN (x) = N
«²�|�`���=�`�C���u�LDb�MBÒ»P��¾j�8���

»4�	¾°�å�f�å�W�S�����_�<���
ũ(x) = sup� ũ� (x) = ũN (x) < N

D_�<�W���`�:�W�-���=�`���S�
ũ(x) = ∞ «|®å�W���`���S�=�j���HI-�

�`�����u�=�
A′′ ⊂ A′ �8�~µH�W�����u� x �C���=�u� ũN (x) = uN (x)

�P�W�|�=���=�CB
N
«$�|���8��� ∣A′ ∖ A′′∣ = 0

«
Nj�=���<�LD��P�W�°�=���=�CB

x ∈ A′′ �å�j�_�<��� uN (x) = ũN (x) = N
«$²b�=�`�`���S�

N ↑ ∞ �å�±�<�W���=�����S�
u(x) = ∞�P�W�v�=���=�CB

x ∈ A′′ «
�¶uE�M�¤� F �j�=�c�8��� ���HI-�å�`�_�8�ED��Y�

ũt
���°�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JBý�<�W���`�������W���v�8�

x
DF�u�����

ũt
»E�W���u�=�`���j�`�_�8�

ũt
���

�`���±µS�u�<�=���u�±�u�=µS�u�<�u�=���:�8�`�������8�
ut
D-�C���=�u��W�

ũt = ũ∧ t ¾5«$�j�u�`�S�q�j�����S�<�<�+�`�_�8� ũt ���v�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB�<�W���`�������W���x�8�
x
«,²b�=�2�`���=�

E
�H�+�	�q��W�`�S�:�8�S���+�u�=�n�:�8�`���õ�BF���S���`���x�u�º��S���u�=�q�=���u�q�8�j�±�H���S���`���W�

��«J�EÀ-« �|���F���W���`�JB�D-�Y���å�j�u�<�-���<�j�E�S�`�`���=�
E
�:�8¢F���S�q�8���K�`���jµH�W�����u�

y ∈ E �8�~�8µSµS�u�I-���x�8�u���<�W���`�����S���OB
�P�W�

ũt
DK�`���n���=�¯�u�=���`�`�����ç�:�8�`�����_�<�Ü�`���n�u�º��S���u�=�q�=���u�2�8�C�±�H���S���`���W�l��«J�EÀ-«²F����`���+�`���������2�8�S���u�z�8�

���W�:�8�`���W��DS�å�Ü¢��<�=µJ�`���±�_�8�q�
E
�P�W�°�`�S���v�u�<�<�W���J�u�=�«~�j�HI-�EDF�Y�

y ∈ E
DS�=���`���=�

ũt(y) < t
D��8���+���=���<�

ũ(y) = ũt(y)
»4�H�<��8���u�

ũt
���ò�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JBq�<�W���`�������W���C�8�

y
�8���z���=���<�Ì»4�	¾$�8µSµS�����<�H¾HD��W�

ũt(y) = t�8���,���=���<�
ũ(y) ≥ t

«"A½�,�H�W�`� ��W�u�<�ED
ũt(y) = ũt(y)

«f ��W�Ü�`���z�:�8�q�2�u��W�u�W���
ũt(x) = ũt(x)

«�F �
�`���=�u�5�P�W�u���<�W���=�����S���`�_�8�

lim
y∈E,y→x

ũt(y) = lim
y∈E,y→x

ũt(y) = ũt(x) = ũt(x) .

³°�S���+�`����v�ý�`�_�8�	�8���j�`����µH�W�����u�+�8�n�8µSµS�u�I-���x�8�u���<�W���`�����S���OB��8�
ũt
�8�u��µH�W�����u�+�8�n�8µSµS�u�I-���x�8�u�

�<�W���`�����S���OB �8�
ũt
«f³°�������W�u�u�=�`�`���W�l»4���~¾C�P�W������v�±�E�u�W� »��E©��L¾=«� ����_�8���JB�Dr�W�u�u�=�`�`���W�l»4�����~¾C�P�W������v����W�`���JB

�E�u�W� ©$�u�WµH���`���`���W�)��«J�E©TD�³°���<�W�u�=� ��«J���ý�8�����W�u�u�=�`�`���W�)»4���~¾5«

ÀT�
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À çX� � ì9;�ðPæ5\¶; /T3=2R@}?LêMëR/�?�ì93=2 \K2R:½¸�\K@}?L8$ê7?Lê@\I�g85/�?L3�êMì985@
È	Ó ªKÓ� �,|~Î�Ã�����Î({�w	t=�uEv�y={Lu}|~w	t=�
A½�+�`�S���v�u�<�=�`���W�J�å���W�S�`�������f�n�=�`���=�c�8�b�<�W���`�`�`���=�`���W�	�P�W�C�W�S�CµS�u�F�8�$�8�~³°���<�W�u�=�Í�F« �-«ç³°���±�_�W�`���±���S��
���C�H�W�`�u��å�<�J�E�u�W� J�E� � D-�S�S�v�å�Ü�u�º��S���u���u�=���=�:�8�b�u�<�u�S�S����8�r���zµS�u����=�q�=���u�«RF �f�W�u�`�S�q�±�`�_�8�
»�¥��}¾


���v�8�]�W�-�z���u�`���S�����`�`�:�8�u�=�LB�DS���W�v���<�<�<�u�:�8�`���JB+�<�W�zµS���=�u� �

»�¥¶��¾
t ∈]0,∞[

�8���
x0
���|�2µH�W�����|�`���u�	�`�_�8�

lim
r↓0

ℋ1(Br(x0) ∩ (t))
r

= 0 .
»��E©L©�¾

³,�� ( ¦�7È	Ó § »�¥_���W�9¸s�8��¾ Ó Çj¿:¿HôFÁx¸ Ff� K'G S Ff� MNGn»�ñ�·�Ä�¸=¼ " Ãu¸Ü»�ñ�Â�òW¹4ÅW¸Hñ ÷ À8¿5¹E¼E¹4ÅW¸Zñ$ôFÁxÃu¸5ÆÈ ð ¾S¸HñJ¼4¾S¸5Æu¸¹c¿f»z¿¸=¼
G
À�óÜÆ`»�·W¹4¹~¿HôSº5¾	¼4¾-»�¼

lim
r↓0

ℒ1([0, r] ∖G)
r

= 0
»��E©L��¾

»�ñ�·x¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�ò ÷ Æ`À ÷ ¸5Æ=¼EÂq¾-ÀWÄ�·8¿È
¶¯ó
B"(v) ⊂ F (x0)

4
�∣v∣ ∈ G

»�ñ�·
� < t−� 4K¼4¾S¸Hñq¼4¾S¸5Æu¸|¸CùW¹c¿=¼4¿C»e�~¹ ÷ ¿<º5¾�¹E¼ÔRå¼EÆ`»�»¸`º<¼�ÀWÆ5Â z : [�, �+�] →

ℝ
2 ¿<»�¼E¹c¿~ó5ÂW¹~ñ�òq¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òý»8¿:¿HôFÁ ÷ ¼E¹PÀ�ñS¿
F RLK'G

z(�) = x0
4
z(� + �) = x0 + �v I

F RPMNG
ż(s) ∈ F (z(s))

ó<ÀWÆf»�È4¸È
s I

F RNOPG
z(s) ∕∈ (t)

ó<ÀWÆv�=���=�CB
s
È

Çj¿:¿HôFÁx¸�¹~ñª»�·�·W¹E¼E¹PÀ�ñª¼4¾-»�¼

¹c¿�»¨ºuÀWÁ ÷ Ä�¸=¼½¸�¿=¼EÆ`»�¼½¸½òWÂ�4 u ∈ S »�ñ�·

ũ
¹c¿�¼4¾S¸�óHô�ñ�º<¼E¹PÀ�ñ¤òW¹4ÅW¸Hñ/Ã5Â

¹ Æ`À ÷ À8¿5¹E¼E¹PÀ�ñ�´8È�´8È ð ¾S¸Hñ54~�å¸2ºu»�ñ,Æu¸Cö�ôF¹4Æu¸n¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òý»�·�·W¹E¼E¹PÀ�ñ�»WÄ ÷ Æ`À ÷ ¸5Æ=¼EÂz9
F R£Q�G

w(s) := ũt(z(s))
¹c¿��~¹ ÷ ¿<º5¾�¹E¼ÔRH4 ut ¹c¿x» ÷�÷ Æ`ÀEùW¹4Áq»�¼½¸5Ä Â�·W¹ Áj¸5Æu¸Hñ_¼E¹P»�Ã5Ä�¸J»�¼ z(s) ó<ÀWÆx»�È4¸È s »�ñ�·¼4¾S¸,ó<ÀWÄ4Ä�À��$¹~ñ�òq¹P·�¸Hñ_¼E¹E¼E¹�¸:¿±¾-ÀWÄ�·z9

⎧
⎨
⎩

ẇ(s) = ∇ut(z(s)) ⋅ ż(s)

H(z(s),∇ut(z(s))) ≤ 0
.

»��E� � ¾

EbÀWÆ
v
»�ñ�·

�
»8¿Ü»�Ã`ÀWÅW¸f»�ñ�·

� < t
¼4¾S¸5Æu¸2¸CùW¹c¿=¼4¿Ü»q¼EÆ`»�»¸`º<¼�ÀWÆ5Â

z : [� −�, � ] → ℝ
2 ¸Hñ�»<ÀWÂW¹~ñ�ò F RPMNG S F R£Q�GÃHô-¼<�$¹E¼4¾

z(� − �) = x0 − �v
»�ñ�·

z(�) = x0
È

¹ Æ`ÀÀ�óÈ|³°���jµS�u�F�8���8���`���Z���u�`�C�W�u�u�=�`�`���W�J�8�r�`���±³°���<�W�u�=�(�P�W������v�C�<�u�u�=���`�c�8���JBx�E�u�W� �`���±�:�8�q�Ü�8�`���-�
�q�=���u�°µS�u��F���S�z�`���±�u�<�<�W���J�W�u�u�=�`�`���W�b«zF �Ü�W�u�`�S�q�|�`���=�u�5�P�W�u�±�`�_�8�°�`���j�`�`�:�8�u�=�LB


���C�<�W�zµS���=�u�Ü�8���

µS�u����v�`���v�HI-���`�u�=���<�C�8�b�Ü�u�=�
G
�:�8�`���õ�BF���S�&»��E©L��¾�»P�8���q�8�K�`���C�<�W�`�u�<�`µH�W���-���S�f�`�:�}P`�<�=�u�W�`���<�ò�:�8�`���õ�BF���S�

»~¸��}¾%Ñ¶»~¸��¾C¾5«
F����`���W�S�ý�����u�ý�8�����=���=�:�8�����OB��å�,�W�u�`�S�q�

v = (1, 0)
�8���

x0 = 0
« �|���u�=�`���,�8���u�!�`�_�8� »4�MB¨�`���

�<�W���`�����S���OB��8�~�`���Ü�f�S���`�Y�E�S���=�`���W�
F
¾ò�`���=�u�Ü���|�

� > 0
�`���u�	�`�_�8�E�

B"/2((cos �, sin �)) ⊂ F (x)
�Y� ∣x∣ < �

�8��� ∣�∣ ≤ �
« »��E�T�}¾

S Bq�`���jµS�u�WµH�=�`�`���<�C�8�
ũ
DF�å�j¢F����ª�`�_�8�

ũt
���C�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JBJ�<�W���`�������W���j�8�

0
«ç²b�=�°�`���=�u�5�P�W�u�

A
�H�

�2�q��W�`�S�:�8�S���f�u�=�v�`���u�	�`�_�8�

ÀL�
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»E�|®��}¾
r−2∣Br ∖A∣ → 0

�P�W�
r ↓ 0 �

»E�|®���¾
ũt(x) → ũt(0)

�Y�
x ∈ A

�8���
x→ 0

«
�j�HI-�ED	��I �+�`�x�8���~µH���`���`�����n���S�f�H�=�

� < �
�u�+�H�n�u�����u�=� �c�8�u�=�«n ��W���=���=�CB

r
�<�W���`���S�=�Ü�`���q�8�u�z�8�

�=���u�=���
�r := {r(cos �, sin �) : ∣�∣ ≤ �} «�F �°�S�=���W�u�°�MB H �`���°�u�=�$�8�_�:�W�-���

r
�`���u�z�`�_�8�

(t)∩�r = ∅ «S B »�¥¶��¾å���v��W�`���JBx�P�W������v�v�`�_�8�

lim
r↓0

ℒ1([0, r] ∖H)

r
= 0 .

»��E�L��¾
�|�	�`���Ü�W�`���=�v�_�8���KDS�MBJ©$�u�WµH���`���`���W� �F« �2�å����8���<�W���=�����S���`�_�8�ED-�P�W�|�-« ��«

r ∈ H
�

»�>²�}¾
w = ũt∣�r

���v²K��µ��u�u�S���C¸ �
»�>���¾ý�`�����S�=�`�����8�`�������8�

w
�8�
p ∈ �r

���°�`���Ü�:�8�S���=���`�c�8�~�<�W�zµH�W���=���j�8� ∇ut(p) �P�W� ℋ1 Ñ-�-« ��« p ∈ �r
�

»�>���¾
H(p,∇ut(p)) ≤ 0

�P�W� ℋ1 Ñ-�-« ��« p ∈ �r
«

F �|�S�H�����
G
�W�ò�`���|�u�=�ò�8�r�=���=�q�=���u�

r ∈ H
�C�S���u�+�:�8�`���õ�B�»�>²�}¾%Ñ¶»�>���¾ò�8���q�C�S���u�J�8�u�|�`�x�8�����=�ò�`�_�8�

�fµH���`���`�����±�<�W���`�:�8���
c0
»4�u�2�H�±�u�����u�=�+�c�8�u�=�H¾5«ç³°���=�(»��E©L��¾ò���W���S�«~�j�HI-�ED��P�W�°�=���=�CB

N ∈ ℕ
�8���J�8�MB

�8�S�����
� ∈]− �, �[

�<�W���`���S�=�v�`�����u�=���q�=���

��,N := {�(cos �, sin �) : 2−(N+2) ≤ � ≤ 2−N} .
F ���:�Bý�`�_�8�

(�,N)
���C���F�F�+�Y�

»�>���¾+³°�����<�W���-���`���W���j�<�W�`�u�<�`µH�W���-���S�q�u�0»�>²�}¾%Ñ¶»�>���¾C�8�u�Ü�:�8�`�����_�<�+�P�W�
ũ∣��,N

�
»�>���¾+³°���=�u�Ü���|�

� = �(N, �)
�H�=�½�å�<�=� 3

82
−N �8���

2−N−1 �`���u�	�`�_�8�

�(N, �)(cos �, sin �) ∈ A .

�|���F���W���`�JB�D$�8���8��� �MBl»�¥¶��¾Ü�8��� �MB¤»E�|®��}¾HDr�`���=�u�q���2�J�<�W���`�:�8���
c0
�`���u� �`�_�8�EDb�P�W�f�=���=�CB

N
�C���`�

2−N ≤ c0
�`���=�u�f�8���°�B-�|�HI-���`�u�|�8���8�S�����

�N
�P�W�C�C�S���u�

(�N , N)
���C���F�F�K«

A½�q���+�8���u� ��W�CB¨�u�!�<�W���=�����S���`�_�8�ED°�MB¨µH���u�`���S�JB¨�u���F���`���S�
c0
�`�x�8�����=�ED°�`���=�u�����ý�8���°�B-�J�,�:�W�-�����

rN ∈]2−(N+2), 382
−N [

�H�=���W�S�����S�	�u�
H
«z�j�u�`�S�q�2�`���=�u�5�P�W�u�z�`�_�8�

� ∈ G
«z²b�=�

N0
�H�n�`���n�c�8�`���<�`�

�_�8�`�S�:�8�$���S�f�H�=���`���u�,�`�_�8�
2−N0 ≥ �

«�F �n�<�W���`�`�`���=�f�xµS���<�<�=�C���u�n�`�q�F�W�`���=�S�`���ZP`�W���S���S�
�(1, 0)�8���

(0, 0)
�W�°�P�W������v�«

∙ F �Ì���u�`�±���=�
p0
�H�2�`���n�����u�=�u�u�<�=�`���W�!�8�

��N0
,N0

�C���`���`���z�8�u�
��
�8���,�å�n���=�

 0
�H�2�`���z�8�u�

�<�W���:�8�����<�����
��
P`�W���S���S�

�(1, 0)
�8���

p0
«

∙ F �f�`���=�,���=�
q0 := ��N0

,N0 ∩ �rN0

�8���,�S�=���W�u�2�MB
�0
�`���2�u�=���q�=���±�C���`���=���-µH�W�����u�

p0
�8���

q0
�

∙ F �f���=�
p1 := ��N0+1,N0+1 ∩ �rN0

�8�������=�
 1

�H���`���n�8�u�2�<�W���:�8�����<�,���
�rN0

P`�W���S���S�
q0
�8���

p1
«

F ��µS�u�F�<�<�<�������-���=�`�����=�JB�«|³°�����`�:�}P`�<�=�u�W�CB��<�W���`���`�u�|�8�ç���T���S���u�=�JB	�x�8�MBJ�:�W�-�c�8�~�u�=���q�=���u�
�i
�8�����8�

���T���S���u�=�JB	�x�8�MB]�8�u�<�
 i
«+F �2��8���r�`���=���±�S�S���W�

Ψ
«v³°���2�`�S�*�`���f���=�S���`���±�8�

�i
���±�HI��W�=�`�JB

�
«v³°���

�`�S���8�v�`���x���=�S���`���n�8�
 i
���f�H�W�S���S�<� �E�u�W� �8�H����x�MB

C��
D��C���=�u�

C
���n�	���<�W�q�=�`�`���+�<�W���`�:�8���

�����S�=µH�=���S�=���n�8�
�
�8���

�
«ÏF �x��8� ���]�8�2�8���å�`µH�<�<�S���Sµ �u�

1 + "/2
�8���W�S���`���x�u�=���q�=���u�

�i
»4�MB

»��E�T�}¾Å¾°�8�����8�|�8���r�`µH�<�<�S�C�SµJ�u�
�
�8���W�S�q�`���f�8�u�<�

 i
»4�MB »N���¾C¾5«

ÀL�
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³°���=�u�5�P�W�u�LD����f���f�`�S�u�=�JB,µH���u�`���S���z�u�	�����8���W�S�]�`���z�`�:�}P`�<�=�u�W�CB
Ψ
�C���`�Q�J�x�8µ

z : [�, � + �] → Ψ�:�8�`���õ�BF���S�0»~¸��}¾C�8���¦»~¸}��¾å�Y�~�`���±�P�W������C���S�x�����º��_�8�����OB+���W���S�E�

�
(
1 +

"

2

)−1
+ C�

�

�
≤ � .

Nj��å�=���=�ED��`�S���|���j�<�=�`�:�8���S�JB	�`���f��W�u���Y�
�
���|�u�����u�=�,�`�Tïx�=���=���`�JB��`�x�8����«e�j�HI-�ED_�`�����<�

Ψ ∩ (t) = ∅ D
z
�W���F���W���`�JBJ�:�8�`�����_�<��»~¸}��¾5«

�j��"Dç�`���ý�E�S���=�`���W�
w = ũt ∘ z

���n�W���F���W���`�JB����F��8���JB�²K��µ��u�u�S���C¸��W�
]�, � + �]

�H�<��8���u�J�8�²»�>²�}¾%Ñ
»�>���¾5«±�]�W�u�<����=�EDR»��E� � ¾v���j�:�8�`�����_�<�KDb�8�����`���=�u�5�P�W�u�2�`���n²K��µ��u�u�S���C¸q�<�W���`�:�8���Ü�8�

w
�W���8�MB������u�=�`���8�

[� + �, � + �]
���v�H�W�S���S�<�	�MB��q�<�W���`�:�8���

C
�����S�=µH�=���S�=���Ü�8�

� > 0
»4�u�<��8���r�����S�<�<�	�`�_�8�ED_�MB(»N���¾HD

�Y�
H(x, p) ≤ 0

Db�`���=� ∣p∣ ≤ �−1 ¾5«q³°�S���Ü�q��8�����`�_�8� w �HI-�u�=���S�Ü�u���+�<�W���`�������W���f�E�S���=�`���W�
w̃
�W�

[�, � +�]
�8���KDF���+�W�u�S�=�å�u�n�<�W���=�����S�j�`���|µS�u�F�8�CD����°�`�Tïx�<�<�å�u�2�u���<�u¢ý�`�_�8�

w̃(�) = w(�)
«��j�W�u�|�`�_�8�

�MB��W�S�±�<�W���`�`�`���=�`���W��DK�`���fµH�W�����u�
�(i, �i)(cos �i, sin �i)

�H�=���W�S�ý�u�x�`���f�`�:�}P`�<�=�u�W�CB
Ψ
�8�����`����B]�8�u�

���=���<�q�º��_�8�ç�u�
z(�i)

�P�W�f�u�W�q�z�u�º����=���<�
�i ↓ �

«�Så�S���`���=�
z(�i) ∈ A

D��8���,�MB¤»E�|®���¾HDr�å�z�_�<���
�`�_�8�

w(�i) = ũt(z(�i))
�<�W�����=�`���<�v�u�

ũt(0) = w(�)
«ò³°�S���v�<�W�zµS���=�u�<�v�`���ÜµS�u�F�8�`«

0
 1

p2 �0

�(1, 0)
 0

�1

p0

p1
q1

q0

 ������S�u���T�ç³°����¸<���W�9¸s�8�ý�=�S�`�����<�W���`�`�`���=�u�<�J���	�`���ÜµS�u�F�8�$�8�$²b�=�z�x�Ï�F« ©-«

È	Ó ªKÓ¯� ¼K���uE�Mv&uEvg�2��M{LuEw5v�|~�M�
³°���f�c�W�`�|�u�<�u�S�S����8�~�u�F�W�����<�<�S�<�]�<�W�q�<�Ü�8���8�����E�u�W� �8�]���S��x�8�BJ�E� � »E�=µb«v�u�x²b�=�z�x���F«J���`���=�u�=���	¾5«
³°�����W���F���W���vµS�u�F�8�~���C���5�E�C�u�n�`���Ü�u��W�S�=�«
³,�� ( ¦�)È	Ó × »E _�W�`�u�=�|�`�:�}P`�<�=�u�W�CB$¾ Ó �r¸=¼

x : [0, T ] → ℝ
2 Ãu¸n»�ñ�»�·WÁn¹c¿:¿5¹�Ã5Ä�¸�¼EÆ`»�»¸`º<¼�ÀWÆ5Â�4å¹�È4¸ÈX9

∙ ẋ(t) ∈ F (x(t))
ó<ÀWÆ2»�È4¸È

t I
∙ x(t) ∕∈ (t)

ó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â
t I

∙ x(0) ∈ R0
È

Àg�
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�r¸=¼
0 < " < �

»�ñ�·ýºuÀ�ñS¿5¹P·�¸5Æf¼4¾S¸f¼EÆ`»�»¸`º<¼�ÀWÆ5Â
x♯ : [0, T − "] → ℝ

2 òW¹4ÅW¸Hñ!Ã5Â

x♯(t) = x

(
T

T + � + "
(t+ � + 2")

)
.

EbÀWÆ
�
»�ñ�·

"
» ÷�÷ Æ`À ÷ Æ5¹P»�¼½¸5Ä Âx¿5Áq»WÄ4Ä 4~�å¸Ü¾-»WÅW¸

∙ B2"(ẋ
♯(t)) ⊂ F (x♯(t))

ó<ÀWÆf»�È4¸È
t I

∙ x♯(t) ∕∈ (t+ ")
ó<ÀWÆ2¸5ÅW¸5Æ5Â

t I
∙ x♯(0) ∈ R0

È

À çK� ö ê�3z3�¸"3�¸�÷�[,8$3�ê�85< À çL` ¾ ö \¶êL? é
A½�ª�`�S���J�u�<�=�`���W���å�,µS�u������`�_�8�

T  �H�=���W�S���J�u� S �S���S�=�J�`�����W�S�JBª�W�u�`�S�zµS�`���W���`�_�8�

�����8�

�W�-�z���u�`���S���n�`�`�:�8�u�=�LB�«±³°�����±�å�2�_�<���2�u�ý�`���� �`�_�8�
T  �:�8�`�����_�<�j�`���f�u�º��S���u�=�q�=���u�Ï»P��¾|�8���Ò»4�	¾v�8��±�H���S���`���W� �F« ��«

È	ÓJÁ�Ó� í�w	t=xz|¯u}|~w	t , �.-
�|���F���W���`�JB

T  ≡ 0
�W�

R0
«

�¶uE�M�>� F ����I
t > 0

�8���x�`�:�8�`�ò�MBq�`����C���S�2�`�_�8�
T 
t

�H�=���W�S���ç�u�
SBVloc

«~ ��W�C�8�+�8�`�S���`�:�8�CB
x ∈ ℝ

D
�å���u�=�

lx := {(x, y) : y ∈ ℝ} �8��� lx, := lx ∩ (t)
«�F ���=�c�8��� �`�_�8�

»�®ò�~¾
T 
t

���j���F��8���JB]²K��µ��u�u�S���C¸q�W�,�`���2�����u�=�`���W���8�
lx ∖ lx,

D��C���`� ²K��µ��u�u�S���C¸q�<�W���`�:�8�����`�x�8�����=�±�`�_�8�
�−1 »4�C���=�u� � ���C�`�����<�W���`�:�8���v���)»N���¾C¾5«

F �j�C�����HµS�u����±�`�S���C�=�c�8���(�c�8�u�=�« �|���F���W���`�JBx�`���±�:�8�q�jµS�u�F�8�r�������<�°�`���|�P�W������C���S�q�CBF�z�q�=�`�`���Ü�`�:�8�u�5�
�q�=���ED��C���=�u�

l′y := {(x, y) : x ∈ ℝ} �8��� l′y, = l′y ∩ (t)
�

»�®ò��� ¾
T 
t

���C���F��8���JB+²K��µ��u�u�S���C¸2�W�J�`���Ü�����u�=�`���W�j�8�
l′y ∖ l′y,

�C���`���<�W���`�:�8���|�`�x�8�����=�v�`�_�8�
�−1 «

 ����u�`�±�8�°�8���9D�»�®ò�~¾j�8���Ù»�®ò��� ¾v���zµS�JB	�`���2�q��W�`�S�:�8�S�������OB,�8�
T 
t

«�A½���S�<�<�KDH�u�<��8���~�`�_�8�

���|�u�<�=�`�b���8�S���

�8���]���=���<��S°�W�u�=�$�q��W�`�S�:�8�S����«f³°���=�u�5�P�W�u�LDH�P�W�Ü�=���=�CB���IS�<�]�����u�=���=�
j > 0

���±���±µH���u�`���S���f�u�Ï����� �
�=�����u�<�+�u�=�

Γj ⊂ (t)
�`���u�+�`�_�8� ℋ1((t) ∖Γj) < 1

j

«$²b�=�
Vj ,Hj ⊂ ℝ

�H�|�`���jµS�u�gP`�<�=�`���W���C�8�r�`���±�u�=�
(t) ∖ Γj �u�<�`µH�<�=�`�����=�JBJ�W�	�`���Ü���W�`�J¸�W���:�8�$�8���J�`���Ü���=�`�`����8�~�}I-���«Z»�®ò�~¾C�8���(»�®ò��� ¾å���zµS�JB+�`�_�8� T 

t

���
���F��8���JB+²K��µ��u�u�S���C¸2�W�

Cj := [((ℝ ∖Hj)×ℝ) ∩ (ℝ× (ℝ ∖ Vj))] ∖ Γj .
A½���S�<�<�KD¶��I

(x1, y1) ∈ Cj
«²Q������<�

Γj ���Ü�=�����u�<�KDK�`���=�u�n�����x�_�8��� B �<�=���u�=�u�<�!�8�
(x1, y1)

�`���u���`�_�8�
B ∩ Γj = ∅ «±®å�W���`���S�=�Ü�8�MB��W�`���=�jµH�W����� (x2, y2) ∈ B

�8���	���=�
�
�8���

�
�H���`���2�u�=���q�=���u�RP`�W���S���S�$D

�u�<�`µH�<�=�`�����=�JB�D
(x1, y1)

�C���`�
(x1, y2)

�8���
(x1, y2)

�C���`�
(x2, y2)

«�Q������<�
x1 ∕∈ Hj

�8���
y2 ∕∈ Vj

D_�`���
�����u�=�u�u�<�=�`���W���

� ∩ (t) �8��� � ∩ (t) �f���`�v�H���<�W���:�8�����<�	��� Γj «R�|�	�`�����W�`���=�v�_�8���J�`�����u�=���q�=���u�
�
�8���

�
�8�u�Ü�8���u�2�<�W���:�8�����<�J���

B
�8���ý�`�����°�å�±�<�W���=�����S�±�`�_�8�

� ∩ (t) = � ∩ (t) = ∅ «$³°���=�u�5�P�W�u�»�®ò�~¾C�8���(»�®ò��� ¾å���zµS�JBý�`�_�8�

∣T 
t (x1, y1)− T 

t (x2, y2)∣ ≤
∣x1 − x2∣+ ∣y1 − y2∣

�
�|���u�=�`�������HI-�v�`�_�8� ℒ1(Hj) + ℒ1(Vj) < 2/j

«C³°�����ED
ℝ

2 ∖∪Cj
�_�W�+¸�=�u�q²b�=�H�<�`�������q��W�`�S�u�2�8���KD

�_�<�F���S�x�<�W���=�����S�<�	�`�_�8�
T 
t

���C���F��8���JB+²K��µ��u�u�S���C¸2�W����W�u���u�=�
Cj
D-�å�Ü���-�P�=�C�`�_�8�

T 
t

���°�q��W�`�S�:�8�S����«

ÀL�
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�j�W�u�z�`�_�8�EDr�Y�
lx,

�������S���u�LD�»�®ò�~¾±�=����8�`�JB,���zµS�����<�f�`�_�8���`���q�u�<�`�`�`���=�`���W�
T 
t ∣lx

���f�8�ÙQ�S � �E�S���=�`���W�
�C���`�����S���u�=�JB+�x�8�MBÌPõ�S�zµ��«R�|�	�`�����W�`���=�v�_�8���J�å�Ü�_�<���Ü�`�����<���8�u��2�P�W�`�f�S�c�

∫
♯(lx,) dx ≤ ℋ1((t)) <∞ ,

»��E�L��¾

�C�S���u�,���zµS�����<�±�`�_�8�
(lx,)

���Z���S���u�f�P�W�±�-« ��«
x
«�Q������<�

0 ≤ T 
t ≤ t

D���W�u�&Põ�S�zµ]�_�W�±�`�J¸�n�8�j�q���`�
t�8���J�å�Ü�`���=�u�5�P�W�u�Ü�H�W�S���

∫ R

−R
∥ d
dyT


t (x, ⋅)∥TV (]−R,R[) dx ≤

∫ R
−R(�

−1 + t ♯(lx,)) dx
h;i*� jBk
< +∞ .

»��E�g��¾

³°�����:�8�q���8�`���S�q�=���±�8µSµS�����<�v�Y�~�å����I+�`���
y
�<�F�W�u�-���_�8�u�2�8���+���=�

x
���8�CB�«zF ����8�J�`���=�u�5�P�W�u�2�8µSµS�JB

³°���<�W�u�=� ��«J���x�u�ý�<�W���=�����S�f�`�_�8�
T 
t ∈ SBV (] − R,R[2)

�P�W�j�=���=�CBJµH���`���`�����
R
«C³°�S���±�`����v�|�`�_�8�

T 
t ∈ SBVloc

«
F �Ü����§�<�W�q�Ü�u�n�`���ÜµS�u�F�8�$�8�+»�®ò�~¾5«�F ����I

Y = (x, y) ∈ lx ∖ lx,
�8���	�-���`�`���S���S���`�	�½�å�x��W�u�<�E�

í����E�(�5î
� := T 

t (x, y) < t
«�A½�J�`�S���|��W�u�

T 
t (x, y) = T (Y )

«�F ����I
" < t−�

2

�8���

� < min
{
", �−1dist ((x, y), lx,)

}
.

²b�=�
Z = (x, z)

«�F����=� ∣z − y∣ < �
�å���<�W���`���S�=�v�`���Üµ_�8�`�

' : [0, �−1∣z − y∣] → ℝ
2 �������=�	�MB

'(s) =

(
x, y +

z − y

∣z − y∣�s
)

= Y +
Z − Y

∣Z − Y ∣�s.

A½�°���C��W�CBý�u�n�u�<�±�`�_�8�
'̇ ∈ F (')

»4�H�<��8���u�Ü�8�+»N���¾C¾°�8���+�`�_�8�
'(s) ∕∈ (t)

«R�|�J�`���Ü�W�`���=�v�_�8���KD-�Y�
T
���±�q�������=�,�`���q�2���

]�, � + "[
DH�`���=�u�f���Ü�8���W�-�z���u�`���S���2µ_�8�`�

 : [0, T ] → ℝ
2 �C�S���u� �`�:�8�`�u�|�E�u�W��zµH�W�����

 (0) ∈ R0
�8�����u��W�u���<�

Y = (x, y)
«ZA��ç�å�+P`�W�����`���fµ_�8�`���

 
�8���

'
�����`���2�W���F���W���j�°�B�D

�`���=�]�å�f�W�S�:�8�����8�,�W�-�z���u�`���S���fµ_�8�`�]�C�S���u�]�u��W�u���<�
Z = (x, z)

�8�±�z�`���q�
T + �−1∣z − y∣ «ZQ������<�

T
��8�	�H�Ü�u�����u�=�]�8�`�S���`�:�8�`���JBJ�=�����u�Ü�u�

� = T (x, y)
DS�å���<�W���=�����S�

T (x, z) ≤ T (x, y) +
1

�
∣z − y∣ . »��E�L��¾

�|�	�`���Ü�W�`���=�v�_�8���KD_�z�CBF�z�q�=�`�`���f�8�`���S�q�=���j�`����v�

T (x, z) ≥ T (x, y)− 1

�
∣z − y∣ , »��E�LÀ�¾

�C�S���u���`���=�u�5�P�W�u���<�W�zµS���=�u�<�v�`���ÜµS�u�F�8�$�8�~�`�����=�c�8���	«
í����E� �¶î

T (x, y) ≥ t
«�A½�J�`�S���v��W�u�

T 
t (x, y) = t

�8���KD��`�����<�
T 
t ≤ t

D-���v�`�Tïx�<�<�v�u�z�`����

T (x, z) ≥ t− �−1∣z − y∣ »��E���L¾
�P�W�j�8�MB

z
�`�Tïx�=���=���`�JB	�=�����u���u�

y
«��|�	�`���f�W�`���=�v�_�8���KD��Y�Ì»��E���L¾°�å�=�u�Ü���8���u�±�P�W�|�z�`�Tïx�=���=���`�JB��=�����u�

z
DS�å���<�W�S�����8�`�����f�W�C���(»��E�L��¾å�u�=���=�u�`���S�x�`���±�u�W���<�|�8�

z
�8���

y
�8���¬�����-���S�

T (x, y) ≤ T (x, z) + �−1∣z − y∣ < t ,

�C�S���u�]�<�W���`�:�W�-���=�u�j�W�S�|�W�u�`�S�zµS�`���W�
T (x, y) ≥ t

«
�¶uE�M� � ³r�J�<�W�zµS���=�u�n�`���nµS�u�F�8�å�`�_�8�Ï»P��¾v��� �±�H���S���`���W�)�F« �J���Ü�:�8�`�����_�<�KDK�å�n�f���`���`����¬�`�_�8�±�`���
Põ�S�zµ��u�=�

J
�8�
T 
t

���v�<�W���:�8�����<�	���
(t)

«ç²b�=�
A
�H�±�`�����u�=�v�8�

x
� �v�`���u�	�`�_�8�

♯lx, <∞ �8���
B
�`���

ÀLÀ
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�u�=�|�8�
y
� �°�P�W�v�C�S���u�

♯l′y, < ∞ «RA½�	�`���ÜµS�u�=�F���W���|�`�S���u�<�=�`���W���å���_�<���f�`����C���`�_�8� ℒ1(ℝ ∖ A) = 0�8���+�`�_�8�å�P�W�v�8�MB
x ∈ A

�`���RPõ�S�zµJ�u�=�
Jx
�8�
T 
t ∣lx

���°�<�W���:�8�����<�J���
(t)

«�S Bý³°���<�W�u�=� ��«J���$D-�`���=�u�
���j�2�E�S�`�`���=�j�u�=�

A′ ⊂ A
�C���`� ℒ1(A ∖ A′) = 0

�`���u���`�_�8�
Jx = J ∩ lx

�P�W�|�=���=�CB
x ∈ A′ « F �Ü�`������<�W���=�����S�|�`�_�8�

J ∩ (A′×ℝ) ⊂ (t)
�8��� ℒ1(ℝ∖A′) = 0

«~�|�`���S���S�2�`���z���c�8�`�JB2�P�W�ç�`���
y
�<�F�W�u�-���_�8�u�<�ED

�å���<�W���=�����S���`���Ü�HI-���`�u�=���<���8�ç�n�u�=�
B′ �C���`� ℒ1(ℝ ∖B′) = 0

�`���u�	�`�_�8�

J ⊂ (t) ∪
((

(ℝ ∖ A′)× ℝ
)
∩
(
ℝ× (ℝ ∖B′)

))
.

»��E�L©�¾

�|�J�`���±�W�`���=�v�_�8��� ((
(ℝ ∖A′)×ℝ

)
∩
(
ℝ× (ℝ ∖B′)

))
= (ℝ ∖A′)× (ℝ ∖B′)

«�Så�S�EDS�`�����<�
J
���v�

1
�½�J�u�<�=�`�b���8�S���f�u�=�ED ℋ1(JT 

t
∩ ((ℝ ∖ A′)× (ℝ ∖ B′)) = 0

«

È	ÓJÁ�Ó¯� í�w	t=xz|¯u}|~w	t , Æ�-
F �j�`�:�8�`�å�MBx�W���u�=�`�F���S�n�`�_�8��»��E©L��¾$���W���S�v�-« ��«~�W� {T 

t = t} «�A½���S�<�<�KDF�Y�b�`�S���°�u�=�å�_�W�å�q��W�`�S�u�Z¸�=�u��D�`���=�	�`���=�u�Ü���C���W�`�S���S�q�u�zµS�u�����«��|�`���=�`�C���u�LDS���`���S�x³°���<�W�u�=�Ö��«J�E�q�8���+�`����²b�=�H�<�`������³°���<�W�u�=�*���
���ç��W�CBn�u���`������`�_�8� ∇T 

t = 0
�-« ��«~�W� {T 

t = t} «,Q������<��»N���¾����zµS�����<�ç�`�_�8� H(X, 0) < 0
�P�W�ò�=���=�CB

X
DS�`�S���CµS�u����<�|�W�S�|�=�c�8���	«ç³°�����:�8�q�Ü�W���u�=�`���8�`���W�]�`����v�C�`�_�8�Ì»��E©L��¾å���W���S�j�8�v�=���=�CB

X ∈ R0
«

F ����I+���HI-�|�2µH�W�����
X
�`���u�	�`�_�8�

∙ T (X) = T 
t (X) < t �

∙ T 
t

���|�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB	�-�bGK�=�u�=���`�c�8�S�����C���`���-�bGK�=�u�=���`�c�8� ∇T 
t (X) �

∙ X ∕∈ R0
�8���

lim
r↓0

ℋ1((t) ∩Br(X))

r
= 0 .

»��E�L��¾

®ò����8�`�JB�D_�-« ��«
X ∈ ℝ

2 ∖ (R0 ∪ {T 
t = t}) �:�8�`�����_�<�C�`���<�u�Ü�u�º��S���u�=�q�=���u�«��|�S�j�8��� ���C�u�q�`����

∇T 
t (X) ⋅ w ≤ 1,

�P�W�v�=���=�CB
w ∈

∘

F (X) .
»½� �L� ¾

 S�u�W� �`�S���|��W�`���JBx�P�W������v�v�`�_�8�E�

H(X,∇T 
t (X)) = sup

w∈
∘

F (X)

∇T 
t (X) ⋅ w − 1 ≤ 0.

F �Ü���� �`���� »½� �L� ¾C�8������IKDS�`���=�u�5�P�W�u�LD
w ∈

∘

F (X)
«C®ò���F���u�

" ∈]0, 1/2[ �u�z�`�_�8� B2"(w) ⊂ F (X)�8���
T (X)+2" < t

«r�|µSµS�JBÜ²b�=�z�x���F« ©C�C���`�
x0 = X

D
t
D
"
�8���

u = T  «�²b�=� � ∈]T (X), T (X)+
"[
�8���

v
�z���<�=�u�W�|���

B"(w)
«
G
���v�`���f�u�=�v�������=���MB	²b�=�z�x�¬�F« ©-«�A��

�
���|�`���u���`�_�8�

�∣v∣ ∈ G
�8���

� < "
D����=�

z : [�, � + �]
�H�x�`���q�`�:�}P`�<�=�u�W�CB �������=�Q�MB��`���µ���u�`�n�W�u�u�=�`�`���W�Q�8�|²b�=�z�x� �F« ©-« Q������<�

� ∈]T (X), T (X) + "[
DS�`���=�u���HI-���`�u�|�2�`�:�}P`�<�=�u�W�CB

x : [0, � ] → ℝ
2 �`���u�	�`�_�8�

∙ x(0) ∈ R0
D
x(�) = X �

∙ ẋ(s) ∈ F (x(s))
�P�W�|�-« ��«

s �
∙ x(s) ∕∈ (s)

�P�W�v�=���=�CB
s
«

À��
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�|���F���W���`�JB�Db�Y�å�å�q�HI-�u�=���
x
�u�

[0, � + �]
�MB,�u�=�`�`���S�

x(s) = z(s)
�P�W�

s ∈ [�, � + �]
D
x
�<�W���`�������<�

�u�q�=��P`�EB+�`���f�:�8�q�ÜµS�u�WµH�=�`�`���<�«å³°�S���v���zµS�����<�|�`�_�8�
T (X + �v) < � + �

«ò²b�=�|����
�
�<�W�����=�`���f�u�

T (X)
�u�q�<�W���=�����S�

T 
t (X + �v) ≤ T (X + �v) ≤ T (X) + � = T 

t (X) + � .

Q������<�
T 
t

���$�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB2�-�bGK�=�u�=���`�c�8�S���|�8�
X
DW�å�R�����n�|�u�=�

B
�:�8�`���õ�BF���S�²»4�~¾��8���¬»4���~¾r�8�_³°���<�W�u�=�

��«J�E�-«J®ò����8�`�JB�Db�P�W�f�=���=�CB
� > 0

Dr�`���=�u�x�8�u�
� < �

�8���
v ∈ B"(w)

�`���u� �`�_�8�
X + �v ∈ B

�8���
�∣v∣ ∈ G

«
F �Ü�`�����|�<�W���=�����S�Ü�`�_�8�ED-�P�W�v�=���=�CB

" > 0
�8���

� > 0
DS�å�������

� < "
�8���

v ∈ B"(w)
�`���u�	�`�_�8�

∇T 
t (X) ⋅ v ≤ T 

t (X + �v)− T 
t (X)

�
+ � ≤ 1 + � .

F �Ü�`�����|��8�	�<�`�`���x�8�u�

∇T 
t (X) ⋅ w ≤ ∇T 

t (X) ⋅ v + ∣∇T 
t (X)∣∣w − v∣

≤ ∣∇T 
t (X)∣" + 1 + � .

»½� � �}¾
²b�=�`�`���S�

�
�8���

"
���z�u�

0
�å���<�W���=�����S�

∇T 
t (X) ⋅ w ≤ 1 .

À çL` ö ê�3z3�¸"3�¸�÷�[,8$3�ê�85< À çL` ¾ ö \¶êL? éLé
A½�	�`�S���j�u�<�=�`���W���å�fµS�u����f�`���f�u�<�<�W���	µ_�8�`�j�8�ò³°���<�W�u�=� �F« �-«�F �����u�`�j�=�c�8���*�`�_�8� S = Sc «°³°���
�����=�����`���W� S ⊂ Sc ���f�W���F���W���«¬A½�!�W�u�S�=�f�u���`����¯�`���q�WµSµH���`���u�q�����=�����`���W��D��u�<��8���ò�`�_�8�f�`���=�u�q���
�+�<�W�S���:�8�S���x�u�=�

C
�8�
t
� ���`���u���`�_�8� ℋ1(c(t) ∖ (t)) = 0

�P�W���=���=�CB
t ∕∈ C

«n³°�����EDb���=�
u ∈ Sc «

³°���ý�W�S�JB��`�S���S���å�x���<�<�!�u���`���� ���f�`�_�8� ℋ1(Jut ∖ (t)) = 0
�P�W�

t ∈ C
D��`�����<�z�P�W�

t ∕∈ C
�`�S���

���S�=���`���OBx���ò�`�`���F�c�8��«$ ��bIq�`���=�u�5�P�W�u�±�
t ∈ C

�8���+��µH�W�����
x
���
Jut

«~²b�=�
u−t (x)

�8���
u+t (x)

�H�v�`���|���5�E�
�8�����`�������Ü�8µSµS�u�I-���x�8�u�2���8�����<�j�8�

ut
�8�
x
D��W�<�<�W�u�-���S�+�u�x©$�u�WµH���`���`���W�Ò��«J�}�F«v³r�µ��I	���S��W�EDH�W�u�`�S�q�

u+t (x) > u−t (x)
»4�u�<��8���H�`�_�8�å�`���j�½�å�2���8�����<�C�8�u�|���<�<�<�u�:�8�`���JBx�-�bGK�=�u�=���A� ¾5«ç³°���=��D��P�W�

� > u−t (x)
DF�å�

�W���F���W���`�JB	�<�W���=�����S�f�`�_�8�
x
���v���W�±�zµH�W�����j�8�ò�8µSµS�u�I-���x�8�u�n�<�W���`�����S���OB	�P�W�

�
«v®ò���F���u�2�z�u�º����=���<�

{�i} ⊂ ℝ ∖ C �C���`�
�i ↑ t

«$�C�<�<�W�u�-���S�x�u�z©$�u�WµH���`���`���W�)��«J�}��D��W�S�j�8�`���S�q�=���j�`����v�

ℋ1

(
Jut ∖

∪

i

Ju�i

)
= 0 .

�|�]�`���2�W�`���=�±�_�8��� ℋ1(Ju�i
∖ c(�i)) = 0

D ℋ1(c(�i) ∖ (�i)) = 0
�8���

(�i) ⊂ (t)
«j³°���=�u�5�P�W�u�

�å���<�W���=�����S� ℋ1(Jut ∖ (t)) = 0
«

N±�<�F���S�xµS�u����<�	�`�_�8� S = Sc DS�å�f��8�,�W�u�`�S�q�Ü�`�_�8�

���u�u�=�Y�$���j�z�<�W�zµS���=�u�2�`�`�:�8�u�=�LB	�8���]�8��� �8�

µS�u��F���S�z�`�_�8�
T  ���°�`���±�x�}I-���x�8�b�=���=�q�=���|�8� S «$³°�����C�å�Ü�<�W���`���S�=�|�8�	�8�`�S���`�:�8�CB u ∈ S �8���KD-�u��`���zµS���Y�Bý�`���Ü���W�:�8�`���W��DS�å�f�W�u�`�S�q�±�`�_�8�

u = ũ
D-�C���=�u�

ũ
���C�`���j�E�S���=�`���W���8�$©$�u�WµH���`���`���W� �F« �F«R�|�S�

�����8�����ò�u�2�`������`�_�8�
u ≤ T  �-« ��«�«$³°�S���å�<�W���-���`���W�+���°�W���F���W���°�W� R0

�8���ý�W�ý�`���j�u�=� {T  = +∞} «³°�����EDS�å����8�]�W�u�`�S�q�±�`�_�8�

∙ X ∕∈ R0
D
X ∕∈ ∞

D
u
���|�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB	�<�W���`�������W���Ü�8�

X
�8���

T (X) <∞ «
F � ��I2�`���=�u�5�P�W�u�C�`���u�x�|µH�W�����

X
�8���n�å�°�C�������`����Q�`�_�8�ED��P�W�$�=���=�CBfµH���`���`�����

"
D
u(X) ≤ T (X)+"

«
¤j�`���S��²b�=�z�x�Ì�F« �±�å�|��8�ý�W�u�`�S�q�C�`�_�8�ED��P�W�ò�u�W�q�°µH���`���`�����

T < T (X)+"
�8���q�u�W�q�

� > 0
D��`���=�u�

�HI-���`�u�|�2�`�:�}P`�<�=�u�W�CB
x : [0, T ] → ℝ

2 �`���u�	�`�_�8�
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∙ x(0) ∈ R0
�

∙ B2�(ẋ(t)) ⊂ F (x(t))
�P�W�|�-« ��«

t �
∙ x(t) ∕∈ (t+ �)

�P�W�v�=���=�CB
t �

∙ x(T ) = X
«

F �ò���HI-���S�H�����C�v�u�=� P ⊂ [0, T ]
�
s
�H�=���W�S���r�u� P �Y���8���2�W�S�JBÜ�Y���`���=�u�ò���~�v�`�:�}P`�<�=�u�W�CB

y : [0, s] → ℝ
2�C���`�	�`���±�P�W������C���S�qµS�u�WµH�=�`�`���<�E�

»E©+�}¾
y(0) = x(0)

�8���
y(s) = x(s) �

»E©R��¾
ẏ(�) ∈ F (y(�))

�P�W�|�-« ��«
� �

»E©R��¾
w := uT+� ∘ y

���v²K��µ��u�u�S���C¸n�8���ý�P�W�j�-« ��«
�
�å�Ü�_�<���

�=���`���=�
ẇ(�) = 0

�W�

⎧
⎨
⎩

uT+�
���|�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB	�-�bGK�=�u�=���`�c�8�S���2�8�

y(�)

ẇ(�) = ∇uT+�(y(�)) ⋅ ẏ(�)

H(y(�),∇uT+�(y(�))) ≤ 0

⎫
⎬
⎭
.

»½� � ��¾

F �Ü�C�����b�`������H�=����§�`�_�8�E�

∙ P �_�W�|�n�x�}I-���x�8�r�=���=�q�=��� �
∙ �`���Ü�x�}I-���x�8�r�=���=�q�=���j�8� P ���C���<�<�<�u�:�8�`���JB

T
«

F �	�W�u�`�S�q�LD~�P�W�n�`���+�q�W�q�=���EDò�`���<�u�ý�½�å�,���W�=�u�q�8���Q�<�W���=�����S�	�W�S�zµS�u�F�8�`«)Q������<�
T ∈ P Dç�`���=�u������ý�`�:�}P`�<�=�u�W�CB

y : [0, T ] → ℝ
2 �:�8�`���õ�BF���S�¦»E©+�}¾%Ñ¶»E©R��¾5«
�j�W�u�n�`�_�8�EDb���!�ý���=�������H�W�`���F�F� �8� 0 DK�`����`�:�}P`�<�=�u�W�CB

y
�:�8¢��<�|���8�����<�v���

R0
D��C���=�u�

uT+�
���8�S���`���<�v���S�=���`����8���JB�«ZNj�=���<�

w(0) = 0
«°�]�W�u�<����=�ED

�P�W�|�-« ��«
�
DS�=���`���=�

ẇ(�) = 0
�W�

ẇ(�) = ∇uT+�(y(�)) ⋅ ẏ(�) ≤ sup
v∈F (y(�))

∇uT+�(y(�)) ⋅ v

= 1 +H(y(�),∇uT+�(y(�)) ≤ 1 .
»½� � ��¾

³°���=�u�5�P�W�u�Ü�å���<�W���=�����S�

uT+�(X) = w(T ) =

∫ T

0
ẇ(�) d� ≤ T .

»½� � ��¾

Så�S�v�`�S���C���zµS�����<�
u(X) = uT+�(X) < T (X) + "

D-�C�S���u�����C�`�����S�<�`���u�<�J�<�W���=�����`���W�b«
�¶uE�M� �5Ó P �=���µ�¦ ¦�TÐ=| ¦�$®R��®~�� ¦��t	uLÓ
²b�=�

S := supP «>A�� x(S) = x(0)
D°�`���=���`�����W�u�u�=�`�`���W�����z�`�`���F�c�8��«�³°���=�u�5�P�W�u�LDå�C���`���W�S�ý�����u�q�8�

���=���=�:�8�����OB�DS�å�Ü�W�u�`�S�q�
X := x(S) ∕= x(0)

«�F �j���=� {si} �H�±�f�u�º����=���<�j��� P �<�W�����=�`�����S�z�u�
S
�8���

�å�f�S�=���W�u���MB
yi
�`���f�<�W�`�u�<�`µH�W���-���S�x�`�:�}P`�<�=�u�W�`���<�j�:�8�`���õ�BF���S�z�`�����<�W���-���`���W���²»E©+�}¾%Ñ¶»E©R��¾5«C³°���Ü���S��

���°�`�_�8�ED-�P�W�
i
�`�Tïx�=���=���`�JB+�c�8�`���LD-�å�Ü�C�����K�H�Ü�8�S���Ü�u�2µS�u�W���W�S�q�`���±�`�:�}P`�<�=�u�W�CBý�u�n�u��W�u�

X
«ç³°�S���°�C�����

�H�Ü�S�W���Ü�MB	�W�S�-���S�ý�Ì¸<���W�9¸s�8�ý�=�S�`���Ü�u�q�2µH�W�`�`���W���8�
yi
«

�j�HI-�ED-�å���u�=�
ai :=

x(S)− x(si)

S − si

ÀL�
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�8���KDbµ_�W�u�`���S�J�u���+�`�S���u�º����=���<�LDb�å�x�W�u�`�S�q�n�`�_�8�
ai
�<�W�����=�`���<�f�u�	�u�W�q�nµH�W�����«�F �z�u�=�

a
�º��_�8�

�u�	�`�S���������z���f�Y�C���f���f�-�bGK�=�u�=�����E�u�W�
0
»4�å�ý��8���ò�`�S�����`��� ÷ Æ5¹~ñ�º=¹ ÷ »WÄåºu»8¿¸Å¾5«�A��°���W�ED��å�x�-���`�`���S���S���`�

�½�å�xµH���u�`���S�������`���<�«�A��
x(si) = x(S)

�P�W�|�u�W�q�
i
D��`���=���å���`�`���F�c�8���JBJ�_�<���

S ∈ P «�A½���S�<�<�KD����j�`�Tïx�<�<��u�+µS�S�
y(�) = yi(�)

�P�W�
� ≤ si

�8���
y(�) = x(si) = x(S)

�P�W�
� ∈ [si, S]

�u�+���=�f�x�`�:�}P`�<�=�u�W�CB
y�:�8�`���õ�BF���S�0»E©+�}¾HD=»E©R��¾C�8���(»E©R��¾5« �|�`���=�`�C���u�LD��å����8�]�W�u�`�S�q�µ»4µ_�W�u�`���S�q�u�q�n�`�S���u�º����=���<�}¾å�`�_�8�

x(S)− x(si)

∣x(S)− x(si)∣
�<�W�����=�`���<�v�u�n�u�W�q�±�����z���

ã
�C���`� ∣ã∣ = 1

«�A½�+�`�S���v��W�u�j�å�Ü�u�=�
a := �ã/2

�8���+�å�Ü��8���K���±¿¸`ºuÀ�ñ�·�»WÆ5Â
ºu»8¿¸=«,A½�°�C�����H�H�j�=����8�°�E�u�W�(�`���jµS�u�F�8�r�H�=����ª�`�_�8�°�`�S���C�`���`�_�8�`���W�J���=Põ���`�C�f���8�`�c�8���v�8�r�`���jµS�`�����=��µ_�8�
��W�u��«�F �v�`���=�u�5�P�W�u�±�W�u�`�S�q�v�`�_�8�

a ∕= 0
���ç�`���v�����z���°�8�K�`���

ai
�8���q����<���|�u���`���v�u��W�S�=�å�`���|�W���F���W���

�q�F�-�b�_��8�`���W���C�P�W�v�`���Ü�u�<�<�W�����8�CBJ��W�u��«
�j�W�u�z�`�_�8�EDb�MB��W�S�2�W�u�`�S�zµS�`���W���2�W�

F
Dr���±�P�W������v�f��W�`���JB,�`�_�8�

B2�(a) ⊂ F (x(S))
«��j�HI-���u���F���u�

v = (1 + �)a
DH�C���=�u�

�
���Ü�xµH���`���`�����2�<�W���`�:�8���EDb�u�����u�=���u�x�`�_�8�

B�(v) ⊂ F (x(S))
«�³r�Ï��I]���S��W�ED

�W�u�`�S�q�
a = (1, 0)

�8���
x(S) = 0

«$ ��bIý�q�W�u�<����=�
� > 0

»4�u�n�H�±�u�����u�=�J�c�8�u�=�H¾HD��u�=�
�i = S − si

�8���
�<�W���`���S�=�ED-�P�W�v�=���=�CB

i
�8���+�P�W�v�=���=�CB

� ∈]�/2, �[ �`�����u�=� Qi,�
�S�=�����z���u�<�	�MB

∙ �`�����u�=���q�=���u�
d+ = [�i(1− �)(cos �, sin�), �i(1 + �)(cos �, sin�)]

�8���
d− = [�i(1− �)(cos �,− sin�), �i(1 + �)(cos �,− sin�)] ;

∙ �`���+�8�u�<�
ar−

�8���
ar+

�C���`���:�W�-���9D~�u�<�`µH�<�=�`�����=�JB�D
�i(1 − �)

�8���
�i(1 + �)

�8�����S�=�����z���u�<�KD
�u�<�`µH�<�=�`�����=�JB�D��MBý�`���Üµ_�8���|�8�~µH�W�����u�

�i(1− �)(cos �,− sin�) �i(1− �)(cos �, sin�)

�8���J�MB+�`���±µ_�8���|�8�~µH�W�����u�

�i(1 + �)(cos �,− sin�) �i(1 + �)(cos �, sin�) .

QF�<�� ������S�u����«
�|���u�=�`���|�`�_�8�

0
D
u
�8���

� = S
�:�8�`���õ�Bn�`���j�W�u�`�S�zµS�`���W���°�8�K�`���j²b�=�z�x�²�F« ©Ü�Y�b�å�j�u���F���u�

t = S+ �
«

²b�=�ED��`���=�u�5�P�W�u�
G
�H�q�`���x�u�=�2�8�C�:�W�-���å�������=���MB��`���x²b�=�z�x�-«�F �q�°�8���ED��P�W�

i
�`�Tïx�=���=���`�JB �c�8�`���LD

�u���F���u�f�
�
�`���u�	�`�_�8�v�`���±�P�W������C���S�ý�<�W���-���`���W���v���W���K�

»P��¾
�i(1− �)∣a∣ = �i(1− �)(1 + �)−1∣v∣ �H�=���W�S���C�u� G D��u�2�`�_�8�v�`���=�u�Ü�HI-���`�u�|�2�`�:�}P`�<�=�u�W�CBJ�W�C���²b�=�z�x�&�F« © �

»4�	¾+³°���Ü�u�<�`�`�`���=�`���W�]�W�
∂Qi,�

�8�~�`���±�E�S���=�`���W�
ut
���|�n²K��µ��u�u�S���C¸��E�S���=�`���W�

� �
»E�}¾

ut
���|�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB	�-�bGK�=�u�=���`�c�8�S���n�8� ℋ1 Ñ-�-« ��«$µH�W����� x ∈ ∂Qi,�

D_�8���J�:�8�`�����_�<�
H(x,∇ut(x)) ≤ 0 �

»E�5¾+³°���f�S�=�`�����8�`�����2�8�
�
�<�W�`�u�<�`µH�W���S�ED ℋ1 Ñ-�-« ��«C�W� x ∈ ∂Qi,�

D��u�q�`�����:�8�S���=���`�c�8�$�<�W�zµH�W���=���±�8�
∇ut

«
�C�<�<�W�u�-���S���u�Q©$�u�WµH���`���`���W�-�F« ��D|�`���]�c�W�`�+�`�S�u�<���<�W���-���`���W�����8�u�,�:�8�`�����_�<���P�W�	�-« ��«

�
�`���u���`�_�8�

∂Qi,� ∩ (t) = ∅ « Q������<�

lim
r↓0

ℋ1(Br(0) ∩ (t))
r

= 0

� �
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d+

d−

�
ar+

ar−

(�i, 0)

 ������S�u���$�$³°�����u�=�
Qi,�

�8���
lim
r↓0

ℒ1(G ∩ [0, r])

r
= 0

�`�����HI-���`�u�=���<�Ü�8�$�`���u�]�
�
���C���_�8�:�8���u�<�<�	�Y�

i
���v�`�Tïx�=���=���`�JB+�c�8�`����«

�j��"Dr�å�q�u���F���u�q�`���u�Q�
� = �(i)

�P�W�f�=���=�CB
i
�8���!�u�=�

Qi := Qi,�(i)
«��j�W�u�z�`�_�8�

yi(si) ∈ Qi �Y�
i
�����c�8�`���x�=���W�S���b«	�]�W�u�<����=�ED~�`�����<�

yi(0) = x(0)
�8���

x(0) ∕= 0
D��å�q�_�<���

yi(0) ∕∈ Qi Db�P�W�2�8�MB
i
�c�8�`���+�=���W�S���b«�³°�����ED~�P�W�2�c�8�`���

i
� �ED$�`���=�u�x���z�

s̃i < si
�`���u�Q�`�_�8�

yi(s̃i) ∈ ∂Qi «*�j��(�å�ý���=�
z : [S−�i(1−�)(1+�)−1, S] → ℝ

2 �H�°�`���C�`�:�}P`�<�=�u�W�CBz�������=�q�MBn�`���C�c�W�`�å�W�u�u�=�`�`���W�x�8�K²b�=�z�x�Ì�F« ©TD�C�S���u�]���,P`�W���S���S�x�`���fµH�W�����u�
z(S − �i(1 − �)(1 + �)−1) = x(S) − �i(1 − �)(1, 0)

�8���
0 = x(S)

«
�j�W�u�±�`�_�8�v�`�������u�`�CµH�W�����v�H�=���W�S���v�u�

∂Qi «�j�HI-�EDK�W���u�=�`���2�`�_�8�Ü�`���2µH�=�`���q�=�u�=���8�
Qi ��8�,�H�2�H�W�S���S�<�,�MB 10�i�

«�A��
�
���Ü�u�����u�=� �`�Tïx�=���=���`�JB

�`�x�8���9DS�`���±���S�f�H�=�
! := S − �i(1− �)(1 + �)−1 − s̃i���C�c�8�`���=�v�`�_�8�

5��i/�
«�A½���S�<�<�KDS�å�Ü�_�<�����`���±�����º��_�8�����`���<�

5��i�
−1 ≤ 5��i�

−1

! ≥ S − �i(1− �)(1 + �)−1 − si = �i
[
1− (1− �)(1 + �)−1

]
.

Nj�=���<�Ü�`���±�����º��_�8�����OB
! ≥ 5��i�

−1 ���W���S�C�C���=���=���=�

�+ �

1 + �
≥ 5�

�
.

³°�����EDS�`�����u���W���<�f�8�
�
�S�=µH�=���S�|�W�S�JB+�W�

�
�8���

�
D-�C�S���u���å�=�u����IS�<���2µS�`���W�`��«

N±�<�F���S�x�u�����u�=�
�
�W�<�<�W�u�-���S���JBJ�`�x�8���9DS�å����8���������2�`�:�}P`�<�=�u�W�CB

' : [s̃i, S − �i(1− �)(1 + �)−1] → ∂Qi

�C�S���u�µP`�W�����
'(s̃i) = yi(s̃i)

�8���

'(S − �i(1− �)(1 + �)−1) = z(S − �i(1− �)(1 + �)−1)

���
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�8���	�:�8�`�����_�<�
'̇(�) ∈ F ('(�))

�P�W�v�=���=�CB
�
«

F �KP`�W���
z
�8���

'
�����u�j�v�`���S�����ç�`�:�}P`�<�=�u�W�CB

z
�W�

[s̃i, S]
Ds�P�W�b�C�S���u�2�å�ç�_�<���ò�`���$�P�W������C���S�±�<�W���=�����`���W���E�

∙ w = ut ∘ z
���v²K��µ��u�u�S���C¸ �

∙ �P�W�|�-« ��« � DS�=���`���=� ż(�) = 0
�W�
ut
���|�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB	�-�bGK�=�u�=���`�c�8�S���n�8�

z(�)
�8���J�`���f�8µSµS�u�IF�

���x�8�u���-�bGK�=�u�=���`�c�8���:�8�`�����_�<�
H(z(�),∇ut(z(�))) ≤ 0 �

∙ �P�W�|�-« ��« � D��=���`���=� ẇ(�) = 0
�W� d

d�ut ∘ z(�) = ∇ut(z(�)) ⋅ ż(�)
�P�W�|�-« ��«�«

�j�HI-��P`�W�����`���]�`�:�}P`�<�=�u�W�CB
yi∣[0,s̃i]

�u�!�`���]�`�:�}P`�<�=�u�W�CB
z
���ª�W�u�S�=�+�u���S�S�����ª� ���=� �`�:�}P`�<�=�u�W�CB

y
«

F �q�=�c�8��� �`�_�8�
y
�:�8�`�����_�<���`���z�u�º��S���u�=�q�=���u��»E©+�}¾%Ñ¶»E©R��¾HD��`�����2�`����C���S���`�_�8�

S ∈ P «&A½���S�<�<�KD y�:�8�`�����_�<�j�8���b�`���Ü�u�º��S���u�=�q�=���u�j�C���`�
ut = uS+�

���	µS�c�W�<�f�8�
uT+�

«ò³°�����ED��`�����<�W�zµS�S�:�8�`���W����»½� � ��¾
�8���>»½� � ��¾��8�u�x�`�`�����ç���8����� �Y�°�å�x�u�=µS�c�W�<�

T
�C���`�

S
�8��� �å�q���-�P�=�

uS+�(y(�)) ≤ � ≤ S < S + ��P�W�j�=���=�CB
�
«j³°���=�u�5�P�W�u�LD��`���fµS�u�WµH�=�`�`���<��»E©+�}¾%Ñ¶»E©R��¾|�C���`�]�`���2�S�<�`���u�<�]���8�����

T ≥ S
��8�]�H�f��W�`���JB

���-�P�=�`�u�<�f�E�u�W�/�`���ç�P�W������C���S�j���W�=�u�EDW�C�S���u�q�8�u�å��W�CBf�<�W���u�º����=���<�<�~�8�_�`���å�S�H���S���`���W���$�8�H�8µSµS�u�I-���x�8�u�
�-�bGK�=�u�=���`�c�8�S�������OB]�8�����8µSµS�u�I-���x�8�u�f�<�W���`�����S���OB�«å�j�u�`�S�q�

a ∈ ℝ
�8���

ua(x) < a
«$³°���=�

∙ A��
ua
���|�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB��<�W���`�������W���±�8�

x
DS�u�n���|�8�MB

ub
�C���`�

b > a �
∙ A��

ua
���C�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JB+�-�bGK�=�u�=���`�c�8�S�����8�

x
D-�u�f���C�8�MB

ub
�C���`�

b > a
�8���ý�`���±�<�W�`�u�<�`µH�W���-���S�

�8µSµS�u�I-���x�8�u�2�-�bGK�=�u�=���`�c�8���|�<�W�����=���S��«
³°�S���v�<�W�zµS���=�u�<�|�`���±µS�u�F�8�~�`�_�8�

S ∈ P «
�¶uE�M� �¶Ól���=�Ù ¦�TÐ=| ¦�$®���®~�� ¦��t	u w5¢ P |~�

T
Ó ²b�=�

S
�H�z�`���z�x�}I-���x�8�å�=���=�q�=���«J³°���=��Dr�������

�W���F���W���å�`�_�8�
x(s) ∕= x(S)

�P�W�å�=���=�CB
s > S

«zA½�xµ_�8�`�`���=�S�c�8�EDF�Y�
S < T

D��å�|�f���`�å�_�<���
x(T ) ∕= x(S)

«
�j�u�`�S�q�±�MB+�<�W���`�:�W�-���=�`���W�]�`�_�8�

S < T
�8���KD-�P�W�

s > S
DS�<�W���`���S�=�|�`���±���<�=�u�W�u�

v(s) :=
x(s)− x(S)

s− S
.

�|�<��8���-�`�_�8�
B2�(ẋ(�)) ∈ F (x(�))

«�S Bf�W�S�ç�W�u�`�S�zµS�`���W���ç�W�n�`���å�f�S���`�Y�E�S���=�`���W�
F
DW�����P�W������v�$��W�`���JB

�`�_�8�
B�(x(s)) ⊂ F (x(S))

µS�u��F���S�<�
s
���ò�`�Tïx�=���=���`�JBq�=�����u�C�u�

S
«~³°���=�u�5�P�W�u�LD��å�v��8�+�8µSµS�JBz²b�=�z�x�

�F« ©-«�>j�����=���`���+�u�=�n�8�|�:�W�-���
G
D$���f�P�W������v�n�`�_�8�ED~�P�W�z�8�MB

" > 0
D$�`���=�u�ý���

0 < s < S + "
�C���`�

∣s − S∣∣v(s)∣ ∈ G
«�F �q��8� �`���=�u�5�P�W�u�q�<�W���`�`�`���=�2�¬¸<���W�9¸s�8���=�S�`���

z : [S, s] → ℝ
2 �:�8�`���õ�BF���S�+�`����W�u�`�S�zµS�`���W���°�8�b�`���j²b�=�z�x�f�C���`�

t = S+ �
D��C���`�

z(S) = x(S)
�8���

z(s) = z(S)+ (s−S)v(s) =
x(s)

«7�j��"DK�`�����<�
S ∈ P D��`���=�u�n���Ü�q�`�:�}P`�<�=�u�W�CB y : [0, S] → ℝ

2 �:�8�`���õ�BF���S� »E©+�}¾HDR»E©R��¾j�8���Ò»E©R��¾�C���`�
y(S) = x(S)

«Ï�|���`���q�W�`���=���_�8���KD�P`�W���S���S�
z
�8���

y
�����u�	�W���q�`���S�����n�`�:�}P`�<�=�u�W�CB

ỹ
DK�å�z��8�

�8�`�����x�W�±��� �`���nµS�u�=�F���W�����`�u�=µ��u�	�<�W���=�����S�z�`�_�8�
ỹ : [0, s] → ℝ

2 �:�8�`�����_�<�µ»E©+�}¾HD�»E©R��¾±�8���l»E©R��¾5«Q������<�
ỹ(s) = x(s)

DS�`�S���C���zµS�����<�v�`�_�8�
s ∈ P DS�`�����|�<�W���`�:�W�-���=�`���S�ý�`���±�x�}I-���x�8�����OB	�8� S «

À çLa ö ê�3z3�¸"3�¸h¿&3�ê�3=6O6�\¶ê�]½À çLa
²b�=� {k} �H�±���z���S���z�J¸<���S�z�u�º����=���<�j�8�~�W�-�z���u�`���S���±�`�`�:�8�u�=�����<�ò�P�W�å�`���v�E�S���=�`���W�_�8� J «ò®å�W���`���S�=�å�`����<�W�zµS���=�`���W���

�k
�8�
k
«x³°���=��D

Rk

∞ ⊃ R�k
∞
»4�H�<��8���u�LDr�MB�³°���<�W�u�=� �F« �

T k ≤ T �k ¾5«x�]�W�u�<����=�ED
ℋ1(�k∞ ∖ k∞) = 0

«$³°�����EDF�å�±�<�W���=�����S�
J(k) ≥ J(�k)

«$³°���=�u�5�P�W�u�LDF�C���`���W�S�°�����u�°�8�r���=���=�:�8�����OBx�å�
��8�]�W�u�`�S�q�±�`�_�8�v�`���Ü�z���S���z�J¸<���S�ý�u�º����=���<�Ü�8�$�`�`�:�8�u�=�����<� {k} �<�W���`���`�u�v�8�$�<�W�zµS���=�u�f�`�`�:�8�u�=�����<�«®å�W���`���S�=�|�`�����<�W�`�u�<�`µH�W���-���S�x�x�}I-���f�S�*�`���q�±�E�S���=�`���W���

T k := T k «<�j�W�u�Ü�`�_�8�v�`���±�E�S���=�`���W���
T k�H�=���W�S�ý�u�q�`���2�`µ_�W�<�2�8�$�E�S���=�`���W���

GSBV
»E�u�<�²QF�<�=�`���W�7��« �x�8�B � � � �`�S���j�`µ_�W�<�f���,Põ���`�j�q���8�`�c�8���±�8��`�����`µ_�W�<�Ü�8�RQ�S �§�E�S���=�`���W���C�����`�u�F�-���<�<�	�MB+�|�f�S�u���`���x�8���	�±�+>j���W�`���~¾5«��j�W�u�f�8���u�n�`�_�8� ∣DT k

t ∣ ≤
�−1ℒ2 + tℋ1 (t)

«$³°�S���C�S�S�Y�P�W�`� �H�W�S���J�8������v�v�u�z�8µSµS�JBý�`���±�<�W�zµ_�W�=�`���<�u�C�`���<�W�u�=� �P�W�B>"Q�S �

���
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�E�S���=�`���W����»E�u�<�±³°���<�W�u�=� ��« �LÀn�8�� � � ¾HD-�C�S���u�	����Põ���`�v�f���8�`�c�8���|�8���`����Q�S �/�<�W�zµ_�W�=�`���<�u�v³°���<�W�u�=�
�8�°�|�f�S�u���`�����8�����±��>j���W�`����«²Nj�=���<�LDr�s�E�u�=�Üµ_�W�u�`���S�+�u�	�+�`�S���u�º����=���<�LDK�å�q��8�!�W�u�`�S�q�2�`�_�8�

T k�<�W�����=�`���<�|µH�W�����½�C���u�2�-« ��«~�u�x�f�E�S���=�`���W�
u
�:�8�`���õ�BF���S�z�`���±�P�W������C���S�xµS�u�WµH�=�`�`���<�E�

»P��¾
ut
���|�8� Q�S �§�E�S���=�`���W�J�P�W�v�=���=�CB

t �
»4�	¾

Jut

���|�2�u�<�=�`�b���8�S���f�u�=�|�8���
∫

Jut

 dℋ1 ≤ lim inf
k

∫

J
Tk
t

 dℋ1 ≤ t

»E�u�<��³°���<�W�u�=�¿�-« �L�z�8�1 � � ¾ �
»E�}¾ ∇T k

t

�<�W�����=�`���<�v�å��8¢F�JB�D����	�=���=�CB
Lp �C���`� p <∞ DS�u� ∇ut »E�u�<�f®å�W�u�W���c�8�CB��-« �T���8�1 � � ¾5«

 ��W�J��W�u�
t
Dv�S�=���W�u�]�MB

(t)
�`���]�u�=�+�8��µH�W�����u�ý�C���=�u�]�`����µS�u�<�=���u�]�u�=µS�u�<�u�=���:�8�`�������8�

ut
���x���W�

�8µSµS�u�I-���x�8�u�=�JBx�<�W���`�������W���«RA½�ç���ç���W�å�-�bïx�=�S���å�u���u�<�v�`�_�8�
(t) ⊂ (s)

�P�W�å�=���=�CB
s > t

«~�]�W�u�<����=�ED
�MBý©$�u�WµH���`���`���W�¦��«J�}��D ℋ1((t) ∖ Jut) = 0

«�A½�ò�P�W������v�ED-�`���=�u�5�P�W�u�LDF�E�u�W� »4�	¾ç�`�_�8�
(t)

�:�8�`�����_�<�"»N���¾
�8���KDS���=���<�LDS���v���v�8�]�W�-�z���u�`���S�����`�`�:�8�u�=�LB�«
�j�W�u�Ü���HI-�C�`�_�8�ED

H
���|�z�<�W���`�������W���|�E�S���=�`���W�]�8���J�`�_�8�

H(x, ⋅) ���v�<�W�����HIJ�P�W�v�=���=�CB x «ç³°���=��DS�`���µS�u�WµH�=�`�OB
H(x,∇T k

t (x)) ≤ 0
�P�W�2�-« ��«

x
���zµS�����<�ED��MBl»E�}¾HD

H(x,∇ut(x)) ≤ 0
�P�W�2�-« ��«

x
«+³°�����ED

u ∈ S « QF��D-�Y�~�å���<�W���`���S�=�v�`�����<�W�zµS���=�`���W� c �8�  DS�å���<�W���=�����S� T c ≥ u
«

Q������<�
T k �<�W�����=�`���<�vµH�W�����½�C���u�2�-« ��«$�u� u DS�å���<�W���=�����S���`�_�8�

1{u<∞}(x) ≤ lim inf
k↑∞

1{T k<∞}(x)
�P�W�|�-« ��«

x.

³°�����EDS�u�<��8���b�`�_�8�
� ≥ 0

�8���J���u�Ü _�8�u�W��� �j²b�=�z�x�n�u�q�<�W���=�����S�
∫

Rc
∞

�dℒ2 =

∫

{T c<∞}
� dℒ2 ≤

∫

{u<∞}
� dℒ2

≤ lim inf
k↑∞

∫

{T k<∞}
�dℒ2 = lim inf

k↑∞

∫

Rk
∞

� dℒ2 .
»½� � ��¾

�|�!�`���x�W�`���=�2�_�8���KD��MB �`���¬QF�=�z���<�W���`�����S���OBQ³°���<�W�u�=� �P�W��Q�S �(�E�S���=�`���W���¬»E�u�<�ý�8���8����³°���<�W�u�=�
�-« �L�z�8�1 � � ¾HD

∫

Jut

� dℋ1 ≤ lim inf
k↑∞

∫

J
Tk
t

� dℋ1 ≤ lim inf
k↑∞

∫

k
∞

� dℋ1 .

Q������<�
∫

c
∞

� dℋ1 = sup
t<∞

∫

Jut

� dℋ1 ,

�å���<�W���=�����S���`�_�8�
∫

c
∞

� dℋ1 ≤ lim inf
k↑∞

∫

k
∞

� dℋ1 .
»½� � À�¾

 S�u�W�Ö»½� � ��¾°�8���¦»½� � À�¾å���°�P�W������v�C�`�`���F�c�8���JBý�`�_�8�
J(c) ≤ lim infk J(

k)
«�Nj�=���<�LD

c
���°�`���Ü�S�<�`���u�<�

�z���S���z�J¸�=�«

���
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