Groupes fondamentaux motiviques de Tate mixte
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Résumé. Nous définissons la catégorie des motifs de Tate mixte
sur ’anneau des S-entiers d’un corps de nombres, et le groupe
fondamental motivique (rendu unipotent) d’une variété unira-
tionnelle sur un corps de nombres. Nous considérons plus en
détail le groupe fondamental motivique de la droite projective
moins 0, oo et les racines N-iemes de 'unité.

Abstract. We define the category of mixed Tate motives over
the ring of S-integers of a number field. We define the motivic
fundamental group (made unipotent) of a unirational variety
over a number field. We apply this to the study of the motivic
fundamental group of the projective line punctured at zero,
infinity and all N-th roots of unity.
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0. Introduction.

Si k est un corps de nombres, on dispose d’une catégorie tannakienne MT (k) des motifs
de Tate mixte sur k, pour laquelle les groupes d’extensions de Q(0) par Q(n) ont la relation
désirée avec les groupes de K-théorie de k. C’est le coeur d’une t-structure sur une sous-
catégorie de la catégorie triangulée motivique de Levine (1998) ou Voevodsky (2000). La
conjecture d’annulation de Beilinson Soulé est vraie sur k, et c’est ce qui permet de définir
la t-structure requise. Par Levine (1998) et Huber (2000), on dispose sur cette catégorie
tannakienne de foncteurs fibres “réalisation” correspondant aux théories de cohomologie
usuelles (sauf que la cohomologie cristalline n’a jusqu’a présent pas été considérée).

Variante: soient S un ensemble de places finies de k£ et Og ’anneau des S-entiers de
k. De facon peut-étre artificielle, mais commode, on peut définir la catégorie tannakienne
MT(Og) de motifs de Tate mixte sur Og comme une sous-catégorie de MT (k). Voir 1.7.

Autre variante: par descente d’une extension finie galoisienne ki a k, on définit la
catégorie tannakienne MAT (k1 /k) des motifs d’Artin-Tate mixte, qui deviennent de Tate
mixte sur k. Passant a la limite sur k1, on obtient la catégorie MAT (k) des motifs d’Artin-
Tate mixte sur k. Elle contient celle des motifs d’Artin (représentations rationnelles de
Gal(k/k)).

Dans Deligne (1989), I'un de nous a défini, pour certaines variétés algébriques X sur
k, un “systéeme de réalisations” du groupe fondamental 71(X,0) rendu unipotent: une
algebre de Hopf commutative dans une catégorie de Ind-systemes de réalisations — ou
plutét son spectre. Si X est unirationnelle, nous construisons ici un groupe fondamental
rendu unipotent motivique m1 (X, 0)mot: une algebre de Hopf commutative dans la catégorie
Ind-MAT (k) des Ind-objets de MAT(k) dont la précédente se déduise par application
du foncteur réalisation. Ceci implique des bornes supérieures sur la taille de ’action de
Galois sur le complété (-adique du 71 (cf. Hain, Matsumoto (2001)), et sur le degré de
transcendance de corps engendrés par des périodes.

Nous considérons aussi le cas de points base “a l'infini”. Nous le faisons a peu de
frais, en utilisant que le foncteur “réalisations” est pleinement fidele et réflete les sous-

quotients: pour prouver qu’un systeme de réalisations est motivique, i.e. provient d’un objet



de MAT(k), il suffit de I’exhiber comme sous-quotient d’un autre systeme de réalisations
dont on sache déja qu’il est motivique.

Dans la fin de D’article, nous utilisons ces constructions dans le cas ou X est le
complément, dans P!, de 0, co et du groupe uy des racines N®™° de I'unité. Nous
obtenons des résultats sur la structure de 'action du groupe de Galois motivique sur
le ;. Pour N = 1, ils impliquent les résultats de Terasoma (2002) donnant la partie
“borne supérieure” de la conjecture de Zagier sur le nombre de valeurs multizéta de poids

w linéairement indépendantes sur Q.



1. Motifs de Tate mixte sur ’anneau des S-entiers d’un corps de nombres.

1.1. Soit k£ un corps. Nombre de résultats cités dépendant de la résolution des singularités,
nous supposons k de caractéristique 0. Hanamura (1995), Levine (1998) et Voevodsky
(2000) ont chacun défini une catégorie triangulée de motifs sur k, et Levine (1998) VI 2.5.5
construit une équivalence entre sa catégorie triangulée et celle de Voevodsky. Cette derniere
sera pour nous la plus commode. Nous la noterons DM (k) et noterons DM(k)q celle qui s’en
déduit par tensorisation avec Q. On dispose dans DM(k) d’objets de Tate Z(n) (n € Z),
dont les images dans DM(k)qg seront notées Q(n). Seule nous importera la sous-catégorie
triangulée DMT(k)g de DM(k)g engendrée par les Q(n): celle des “extensions itérées”
de Q(n)[m]. Rappelons que E est extension de B par A s'il existe un triangle distingué

A— FE— B — A[l].

On dispose dans DM(k) d'un produit tensoriel associatif et commutatif a unité ®,
compatible a la structure triangulée. L’automorphisme de symétrie de Z(1) ® Z(1) est
'identité (Voevodsky (2000) 2.1.5), M +— M(1) := M ® Z(1) est une équivalence (loc.
cit. 4.1.3), et Z(n) est Z(1)®" (n € Z). Le produit tensoriel ® est rigide (loc. cit. 4.3.7):
existence pour tout objet M d’un dual M* muni de ev: M* ® M — Z(0) et §: Z(0) —
M ® M* tels que les composés M — M Q M* Q@ M — M et M* — M* Q@ M @ M* — M*
soient 'identité.

Rappelons, d’apres Levine (1993), comment, lorsque la conjecture d’annulation de
Beilinson Soulé (1.1.3) ci-dessous est vérifiée pour k, on peut extraire de DMT(k)g une

catégorie tannakienne MT (k) qui mérite le nom de catégorie des motifs de Tate mixte sur

k.

Ecrivons Hom’ (M, N) pour Hom(M, N|[j]). Les Hom*(Z(a), Z(b)) ne dépendent que
de i = b—a. Ils sont donnés par les groupes de Chow supérieurs convenablement numérotés
de Spec(k) (loc. cit. 4.2.9 pour X = Spec(k)). Pour i < 0 ils sont nuls. Pour i = 0,

(1.1.1) Hom? (Z(0), Z(0)) = % sij =0,

sinon.

w



Pour 7 =1,

Hom’(Z(0),Z(1)) = k* sij=1,

0 sinon.

(1.1.2)

Apres tensorisation avec QQ, ces groupes sont encore données par les sous-espaces pro-
pres des opérations d’Adams dans les groupes de K-théorie de k (Levine (1998) II 3.6.6;
référence originale: Bloch (1986) complété par Bloch (1994); voir aussi Levine (1994)). La

conjecture d’annulation de Beilinson Soulé est que
(1.1.3) Hom’ (Q(0),Q(i)) =0 pour i>0 et ;<O.

Lorsque (1.1.3) est vrai sur k, Beilinson Bernstein Deligne (1982) 1.3.14, appliqué a la
sous-catégorie pleine de DMT(k)g d’objets les Q(n), montre que les extensions itérées de
Q(n) (n € Z) forment une catégorie abélienne, coeur d'une t-structure sur DMT(k)g. On
lappelle la catégorie MT (k) des motifs de Tate mizte sur k. Elle est stable par produit
tensoriel et passage au dual. Ces foncteurs étant exacts, cela résulte de ce que Q(n) ®
Q(m) = Q(n+m) et que Q(n)* = Q(—n). On obtient ainsi sur MT (k) un produit tensoriel
exact en chaque variable, associatif, commutatif, a unité et rigide.

Pour A le coeur d'une t-structure sur une catégorie triangulée D, une suite exacte
courte A — B — C dans A se prolonge uniquement et fonctoriellement en un triangle
distingué dans D (loc. cit. 1.1.9 et 1.1.10). Les foncteurs Hom*(A, B), pour A et B dans A,
forment donc un d-foncteur, i.e. donnent lieu a des suites exactes longues de cohomologie.
Pour A fixe, les Ext?(A, B) (Ext de Yoneda) sont un d-foncteur universel (D. A. Buchsbaum
(1960) prop. 4.1, 4.3), d’ou des morphismes fonctoriels

(1.1.4) Ext’(A, B) — Hom'(A, B).
Rappelons que
(1.1.5) Le morphisme (1.1.4) est bijectif pour i < 1, injectif pour i = 2.

D’apres la preuve de Buchsbaum (1960) 4.2, il suffit pour s’en assurer de vérifier que

Hom'!(A, B) est effagable en B: que pour tout e € Hom!(A, B) il existe B — B’ qui

4



I'annule. Un morphisme e: A — BJ[1] se prolonge en effet en un triangle distingué B —
X — A — BJ1], X est dans A, une extension de A par B, et B — X annule e.

Jusqu’ a la fin de 1.4, nous supposons (1.1.3) vrai sur k. La catégorie MT (k) est donc
définie. D’apres (1.1.5) et les annulations rappelées avant (1.1.1), on a dans MT (k).

(1.1.6) Ext'(Q(n),Q(m)) =0 pour m<n.

Pour A dans MT(k), il résulte de (1.1.6), par induction sur une description de A comme
extension itérée, que A admet une unique filtration “par le poids” W, finie, croissante et

indexée par les entiers pairs, telle que
Gr¥o,, (M) := W_on (M) /W_g(41) (M)
soit une somme de copies de Q(n). Posons
wn (M) := Hom(Q(n), Gr%,, (M)).

On a donc

Gr,,, (M) = Q(n) ®q wn(M).

—2n

La filtration W est fonctorielle, exacte et compatible au produit tensoriel. Parce que
I’automorphisme de symétrie de Q(1) ® Q(1) est l'identité, on dispose d’isomorphismes
Q(n) ® Q(m) = Q(n + m) compatibles & I’associativité et a la commutativité de ®. Le
foncteur exact M — w(M) := Gw, (M) est donc un ®-foncteur: c’est un foncteur fibre et

la catégorie MT'(k) est tannakienne.

1.2. Pour M un motif de Tate mixte, le sous-quotient W_g,,(M)/W_y(;,49)(M) de M est
une extension M, ,+1 de Gr'%%, (M) = Q(n) ® w, (M) par GrKVQ(nH)(M) =Qn+1)®
wnt1(M). La classe de cette extension est un élément

en € Ext'(Q(n), Q(n + 1)) ® Hom(w, (M), wy,11(M)).
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La tensorisation avec Q(n) est un isomorphisme

(1.2.1) Ext' (Q(0),Q(1)) = Ext'(Q(n), Q(n + 1))
et les e, définissent

(1.2.2) enr: we(M) — Ext'(Q(0),Q(1)) ® w,(M).

Pour z: Q(n) — Gr'%,, (M) dans w, (M), 'image inverse par x de I'extension M, ,,+1
est une extension de Q(n) par Grzvz(m_l)(M) =Q(n+1)@wnt+1(M), et epr(z) est la classe

de cette extension dans

Ext'(Q(0),Q(1)) ® wn+1(M) = Ext'(Q(n), Q(n + 1)) ® wp41(M).

On regardera e); comme une coaction, au sens des coalgebres de Lie. Plus précisément,

comme une coaction, sur w(M) := Gw. (M), de la coalgebre de Lie librement coengendrée
par Ext'(Q(0), Q(1)).

Proposition 1.3. La coaction ey est fonctorielle en M et compatible au produit tensoriel.

Preuve. La vérification de la fonctorialité en M est laissée au lecteur. Pour x € w,, (M) et

Yy € wyp(N), on doit montrer que

(1.3.1) eMenN(T®y)=ey(z) @y + xR en(y).

Par fonctorialité, on peut pour le vérifier remplacer M par W_o,, (M), une extension
de Q(m) ® wy, (M) par W_o(p41)(M), puis par I'image inverse de cette extension par
x: Q(m) — Q(m) ® wy, (M). De méme pour N, n et y. On se ramene ainsi a supposer que
M=W_op, (M), wn(M)=Q, z =1, et de méme pour N, n et y. On a alors

Wimtn+1(M @ N) =5 wipmini1 (M ® (quotient Q(n) de N))
@ wm+tn+1((quotient Q(m) de M) @ N).
et, par fonctorialité en M et N de epqn, il suffit de vérifier (1.3.1) pour M remplacé par

son quotient Q(m), ainsi que pour N remplacé par son quotient Q(n). Ces cas se réduisent

a la définition de I'isomorphisme (1.2.1).

Si E est une extension de Q(0) par Q(1), il résulte de 1.3 que la classe de l’extension

E*(1) de Q(0) par Q(1) est 'opposée de la classe de E.
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Définition 1.4. Pour I' un sous-espace vectoriel de Ext!(Q(0),Q(1)), MT(k)r est la
catégorie des motifs de Tate mizte tels que la coaction (1.2.2) se factorise par une coaction

deT.

Pour que M soit dans MT(k)r, il faut et il suffit que pour tout sous-quotient E de M

qui est une extension d'un Q(n) par Q(n + 1), la classe de E dans

Ext'(Q(0),Q(1) = Ext' (Q(n), Q(n + 1))

soit dans I". D’apres 1.3, cette sous-catégorie de MT(k), qui contient ’objet unité Q(0),
est stable par sous-quotients, produits tensoriels et duaux. C’est une sous-catégorie tan-

nakienne de MT'(k).

1.5. Quel que soit k (de caractérisque 0), on dispose d’un foncteur “réalisation” de DM (k)
dans la catégorie triangulée “systémes de réalisations” de Huber (1995). L’état de la
littérature a ce sujet n’est pas satisfaisant, spécialement en ce qui concerne la réalisation
de Hodge. Dans Huber (2000), il est supposé a tort dans la preuve de 2.1.4, p. 775 que
les hyperrecouvrements propres de X forment une catégorie filtrante. Cette erreur est cor-
rigée dans un erratum daté d’octobre 2002. Dans Levine (1998) V. 2.3.7 le foncteur Dec de
décalage d’une filtration par le poids est appliqué a un complexe de faisceaux, alors qu’il
devrait étre appliqué apres passage a RI'. Levine a également rédigé un erratum.

Nous esquissons ci-dessous une facon possible de procéder, adaptée a la définition
de Voevodsky de DM(k), que nous commencons par rappeler. Le foncteur obtenu sera
contravariant (cohomologique). Dans la suite de I'article, c’est sa variante covariante (ho-
mologique), déduite par passage au dual, qui nous sera utile.

Soit SmCor(k) la catégorie d’objets les schémas séparés lisses sur k, un morphisme de
X dans Y étant une correspondance finie de X vers Y: Hom(X,Y') est le groupe abélien
librement engendré par les sous-schémas réduits irréductibles fermés Z de X x Y, finis sur
X et dominant une composante connexe de X. La catégorie SmCor(k) est additive (avec
@ = 11). La catégorie triangulée DM (k) se déduit de la catégorie triangulée de complexes

bornés K°(SmCor(k)) par



(a) localisation: on divise par la sous-catégorie épaisse engendrée par les [X x A'] — [X]
(invariance d’homotopie) et les [UnV] — [U] @ [V] — [X] pour X la réunion des ouverts
U et V (Mayer-Vietoris);

(b) adjonction de facteurs directs images d’endomorphismes idempotents;

(c) inversion formelle de Q(1).

Il résulte de Voevodsky (2000) 3.2.6 et de (a), Mayer Vietoris, qu’on obtiendrait une
catégorie équivalente si dans SmCor(k) on se limitait aux schémas lisses et quasi-projectifs
sur k. Pour définir le foncteur réalisation, I’essentiel est de définir la réalisation d’'un com-
plexe borné X* d’objets de SmCor(k), et par la remarque ci-dessus, on peut se ramener

au cas ou les X' sont quasi-projectifs.

Lemme 1.5.1. S0itT': X — Y dans SmCor(k). Si Y est une compactification projective et
lisse de Y, il existe une compactification projective et lisse X de X telle que I' se prolonge

enT: X — Y. Quand elle existe, lextension T est unique.

Preuve. 11 suffit de traiter du cas ot X est connexe et ou I' est un sous-schéma fermé Z
de X x Y, réduit, irréductible, fini et dominant sur X. Si d est le degré de Z sur X, Z
définit un morphisme de schémas z de X dans Sym?(Y). D’apreés Hironaka, il existe une
compactification projective et lisse X de X telle que z se prolonge en z: X — Sym¢(Y).
Pour un tel X, ’adhérence Z de Z dans X x Y est encore finie sur X. Elle fournit le pro-
longement cherché. L’unicité est claire. Noter que, par Hironaka encore, on peut supposer
que X est le complément dans X d’un diviseur & croisements normaux.

Pour X* un complexe borné d’objets de SmCor(k), on déduit de 1.5.1 'existence d’un
systéme de compactifications X" des X™ tel que (a) X™ est projectif et lisse, et X™ est le
complément dans X" d’un diviseur & croisements normaux D"; (b) la différentielle d se
prolonge de X* & X*. Par unicité du prolongement, le prolongement vérifie encore d? = 0.
Les systémes de compactifications X forment une catégorie filtrante. Pour f: X* — Y*
un morphisme de complexes, et pour Y* une compactification de Y* vérifiant (a), (b), il
existe une compactification X* de X* vérifiant (a), (b) et telle que f se prolonge en un

morphisme de complexes de X* dans Y*.



Définissons la réalisation de de Rham de X* — ingrédient essentiel de la réalisation de
Hodge relative a un plongement complexe de k dans C. L’idée est de choisir une compacti-
fication X* de X* comme ci-dessus et de prendre sur chaque X" le complexe de de Rham

a poles logarithmiques Q% (log D™). Ce complexe est bifiltré: par le filtration de Hodge

dzi

FP =0 ,, et par la filtration par le poids W, qui compte le nombre de facteurs o

pour z;
une équation locale d’une composante lisse de D". Il s’agit ensuite d’obtenir des complexes
bifiltrés (K™, W, F) représentant les RT'(X™, Q*(log D™)) et d’utiliser la différenticlle de
X* pour en faire un complexe double bifiltré, avec K (™ comme colonne de premier indice

—n. La difficulté sera de déduire de d? = 0 pour X* que d’? = 0 identiquement. Ceci fait,

il reste a

(i) remplacer la filtration W de K par son translaté W’ défini par W'™ = W™,

(i) passer au complexe simple associé; on notera que son Gr'V est la somme des
G (K ™)[n];
(iii) remplacer la filtration W par sa décalée Dec W.

Nous travaillerons avec la topologie étale. Celle de Nisnevitch ferait aussi bien ’affaire,
mais non celle de Zariski. Pour un faisceau quasi-cohérent, la cohomologie est la méme.
L’hypercohomologie d’un complexe de de Rham aussi. Gain: pour p: Z — X un morphisme
fini, le foncteur p, est exact. Ceci est faux pour Zariski. Soit I': X — Y dans SmCor(k):
L'=> n;Z;et Z; € X xY est fini sur X. Soient des compactifications X et Y en XetY,
avec & l'infini un diviseur & croisement normaux, et supposons que I' se prolonge en T, i.e.
que chaque adhérence Z; de Z; dans X x Y soit finie sur X. Soit enfin |T'| le support UZ;

de T. La correspondance I' définit alors un morphisme de complexes de faisceaux sur |T'|
[[]: pr3Q*(log) — priQ*(log).

Ici aussi que la topologie soit étale ou de Nisnevitch est essentiel. Prendre garde que pr3
est une image inverse au sens des faisceaux, et non pas au sens des faisceaux cohérents
(pour laquelle I'image inverse de la différentielle de de Rham d ne serait pas définie).
Ce morphisme s’étend aux résolutions flasques canoniques C* et il suffit de représenter

RI(X™, Q*(log)) par T'(X™, C*Q*(log)).



Pour la cohomologie usuelle, sur C, et pour la cohomologie étale a coefficients dans
7)™, les résolutions flasques canoniques sont fonctorielles sur SmCor, et peuvent étre

utilisées pour obtenir les résolutions de Betti et ¢-adiques.

1.6. En caractéristique zéro, les seuls corps pour lesquels la conjecture d’annulation de
Beilinson Soulé soit démontrée sont les corps de nombres (= extensions finies de Q), les
corps de fonctions rationnelles d’une courbe de genre 0 sur un corps de nombres, et les
limites inductives de tels corps.

Le cas qui nous importe est celui d’'un corps de nombres k. Soit O 'anneau des
entiers de k. La source du controle qu’'on a sur K,(k) est la détermination par Borel
(1974) de H*(GL(n,©),R) pour n assez grand (n >4i + 5 suffit). Pour les mémes n, cette
détermination implique que H*(GL(n,0),R), et donc H*(GL(n,©),Q), est indépendant
de n: les morphismes de restriction H*(GL(n1,0),Q) — H*(GL(n2,0),Q) sont des iso-
morphismes pour nj >ny >4i + 5. Ceci permet de définir H*(GL(0),Q) comme étant
H*(GL(n, 0),Q) pour n assez grand. Le rapport avec la K-théorie est le suivant: H*(GL(0), Q)
est une algebre de Hopf, le coproduit étant défini par les GL(n,0) x GL(m,0) — GL(n +
m, O); pour le cup-produit, c’est donc une algebre graduée commutative libre; soit PH™* :=
H*>0/H*>% H*>0 son quotient indécomposable, de dual PH, 'espace des éléments prim-

itifs en homologie; avec ces notations, on a en degré > 0,
(1.6.1) K.(0)®Q— PH,(GL(0),Q).

Voir loc. cit. §12.
Il est un peu plus commode de travailler avec SL qu’avec GL. Borel ramene I'un a
l’autre en montrant que stablement, i.e. pour n assez grand rel. i, GL(n, Q) et SL(n,0) x 0*

ont méme cohomologie rationnelle, de sorte que
(1.6.2) PH,.(GL(0),Q) = PH.(SL(0),Q) & O*® Q[1].

Les résultats de Borel, rappelés ci-dessous, donnent notamment le rang de PH,;(SL(0), Q),

en particulier sa nullité pour 7 pair ou égal a 1. Les suites exactes reliant K-théorie de k,
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de O et des corps résiduels donnent alors que

(1.6.3) Ki(0)©Q=0"20CKi(k)9Q=k®Q et

Soit G := RySL(n). C’est le groupe algébrique sur Q évident tel que G(Q) =
SL(n, k). Soient K un sous-groupe compact maximal de G(R) et X D’espace riemannien
symétrique G(R)/K. L’action de SL(n, Q) sur 'espace contractible X est presque libre:

elle est propre a stabilisateurs finis. On a donc
H'(SL(n,0),Q) = H'(BSL(n, 0),Q) = H'(X/SL(n, 0),Q).

Le résultat de Borel est que la cohomologie réelle, qui est donnée par le complexe des
formes différentielles sur X SL(n, O)-invariantes, est déja donnée, pour n >4i + 5, par le
sous-complexe des formes G(R)-invariantes.

Soit g ’algebre de Lie de G. C’est sl(n, k), vu comme Q-algebre de Lie. Si k@R = [] ky,
les k, étant isomorphes a R ou C, gr := g ®g R est la R-algebre de Lie produit des
gv := sl(n, k). Soit € la sous-algebre de Lie Lie(K) de gr = Lie(G(R)). C’est le produit de
sous-algebres ¢, des g,. Le complexe des formes G(R)-invariantes sur X est le complexe
C*(gr, t) des cochaines relatives, de composantes les (/i\(gR/E))E, et de cohomologie la

cohomologie relative H*(gg, £). On a donc
(1.6.4) H'(gg, )~ H'(SL(n, 0),R)

pour n >4i + 5. La cohomologie relative H*(gg, £) est le produit tensoriel des H*(g,,¢,),
qui sont connus. Tant pour g, isomorphe a sl(n,R) et n impair que pour g, isomorphe a
sl(n,C), 'espace PH*(g,) des éléments primitifs de 1’algebre de Hopf H*(g,), s’envoie sur
PH*(%,), et on peut en déduire que le morphisme H*(g,,¢,) — H*(g,) = /*\PH*(gv) est
injectif, d’image la sous-algebre A Ker(PH*(g,) — PH*(%,)). Noter que PH*(g,) s’envoie
isomorphiquement sur le quotient indécomposable de H*(g,), et de méme pour ¢,. Par
Kiinneth, les mémes énoncés valent pour gr, du moins pour n impair ou stablement, pour

n — oo. Dualisant, dans le cas stable n — oo on a donc en degré > 1
(1.6.5) K,(0) ® R coker(PH,(¢) — PH.(gr)).
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Si on travaille avec GL plutoét que SL, le morphisme (1.6.5) est encore défini en degré
1, ot le conoyau a droite est le quotient de k@R = [] k, par le produit des sous-groupes iR
de ceux des k, qui sont isomorphes a C, et ou (1.6.5) est 'application régulateur usuelle.

Puisque P'algebre de Lie gr est déduite de g par extension des scalaires de Q a R,
H*(gr), PH*(gr) et PH(gr) ont une Q-structure naturelle. L’'image de PH,(¢) dans
PH,(gr) ne dépend pas du choix de K (car deux choix sont conjugués), mais elle n’est
en général pas définie sur Q (exception: k totalement réel ou CM, auquel cas la classe
de conjugaison de t C gg est définie sur Q). On peut vérifier sur les tables qu’elle ad-
met la description suivante en termes de l'algebre de cohomologie de de Rham H}\;(G)
de G, de l'algebre de cohomologie rationnelle Hg(G) de G(C), de linvolution F,, de
Hp(G) induite par la conjugaison complexe de G(C) et de 'isomorphisme de comparai-
son Hpr(G) ®g C = Hp(G) ®g C. Rappelons que H*(g), cohomologie du complexe des
formes différentielles invariantes sur G, s’envoie isomorphiquement sur Hpgr (G). Rappelons
aussi que pour toute variété algébrique X sur R, I'involution “conjugaison complexe” de
Hpr(X)®rC s’'identifie par I'isomorphisme de comparaison a 'involution F,o(conjugaison

complexe) de Hg(X) ®g C. En particulier, Hg(X)f> ¢ Hpr(X). On a
(1.6.6) Im(PH,(¢8) — PH.(gr)) = PH.5(G)'™> ®¢ R,

ou plutot son image par I'isomorphisme de comparaison dans PH.pr(G)®oR = PH.(gr).
L’inclusion C est claire a priori: PH,(€) est la cohomologie de de Rham de K, groupe
algébrique sur R et sur la cohomologie de Betti de K l'involution F,, est 'identité, car

K(C) et K = K(R) ont méme cohomologie singuliére. L’égalité (1.6.6) peut se récrire
(1.6.7) coker(PH,(¢) — PH.(g)) = (PH.pr(G) ® C/PH,5(G) @ R)?

pour o la conjugaison complexe de PH,pr(G) @ C.
La construction PH* transforme produit de groupes en somme directe. Il en résulte

que pour chacune des théories de cohomologie habituelles, on a

(1.6.8) PH*(G) = H°(Spec(k)) ® PH*(SL(n)/Q).
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Pour SL(n) sur Q, PH* est, dans chaque théorie de cohomologie, la somme des Q(—7) en
degré 25 —1 (2 < j <n) avec, en particulier, un Frobenius réel F, = (—1)7. En cohomologie
de de Rham, cela donne PH*(g) = PH{)r (G) réduit a k en degrée 2j—1 (2 <j <n), k étant
vu comme un Q-espace vectoriel. Si on tensorise avec C, k devient C°, pour S I’ensemble

des plongements complexes de k. En cohomologie de Betti
PHE™H(G) = ((2ri) Q)% < C¥ = PH} 1 (G) ¢ C,
et F, est (—1)7 fois I’action de la conjugaison complexe sur S. Par (1.6.8), on a stablement
(1.6.9) coker(PHgj_1(¢) — PHy;_1(gr)) = [(C/(Zm’)j]R)Sr,
o agissant par conjugaison complexe sur C et sur S. L’application
(1.6.10) Koj—1(k) ® Q — Koj_1(k) @ R =5 [(C/(27i) R)%]”

déduite de (1.6.5) et (1.6.9) est l'application régulateur de Borel.

Beilinson a défini une application régulateur plus précise, a valeurs dans [((C /(27)7 Q)" } 7.
Pour j > 0, le groupe C/(27i)?Q est le groupe Hj,(Spec(C), Q(j)) des extensions de Q(0)
par Q(j) dans la catégorie des structures de Hodge mixte. Pour v € S un plongement
complexe de k, la composante d’indice v du régulateur de Beilinson est le composé du
morphisme de Ko;_1(k) dans Ky;_1(C) défini par v, et de la classe de Chern ch;, a valeurs
dans H1 (Q(j)). Que I'on obtienne ainsi une classe dans [(C/(271)7Q)”] 7 exprime une fonc-
torialité par conjugaison complexe. Que ce régulateur redonne celui de Borel — du moins
a un facteur rationnel prés — est dans Beilinson (1984), amplifié par Rapoport (1988). 11
s’ensuit que le régulateur de Beilinson est injectif. Un corollaire, noté par Rapoport loc.
cit (fin de Iintroduction) et basé sur une compatibilité entre ch; et opérations d’Adams
(Schneider (1988)) est que 'opération d’Adams 9, agit sur Ky;_1(k)®Q par multiplication
par a’.

Dans DMT(k), on a donc Hom(Q(0), Q(0)) = Q, Hom*(Q(0),Q(n)) = Ka,_1(k) ®

Q pour n>1, et les autres Hom?(Q(0),Q(n)) sont nuls. En particulier, la conjecture
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d’annulation de Beilinson Soulé est vérifiée et, d’apres (1.1.5), on a dans MT (k)

(1.6.11) Ext'(Q(0),Q(n)) = Kan1(k) @ Q et
(1.6.12.) Ext?(Q(0),Q(n)) =0

Soit k un corps de nombres. Le foncteur “réalisation” sur DM(k) induit sur MT(k) un
®-foncteur a valeurs dans les systémes de réalisations au sens de Deligne (1989) (aspect
cristallin exclus) ou Jannsen (1990). Il est sirement vrai que le régulateur de Beilinson est
déduit de (1.6.11) et du foncteur réalisation qui, & une extension de Q(0) par Q(n) et & un
plongement complexe de k attache une extension de Q(0) par Q(n) dans la catégorie des
structures de Hodge mixte. Pour notre usage, ’essentiel est que le régulateur de Beilinson
attache a une classe de K-théorie la classe de la réalisation de Hodge d’'une extension de
Q(0) par Q(n) dans MT(k). Ceci résulte de sa construction, et de ce que GL(n) soit de

Tate mixte, de par sa décomposition de Bruhat.

1.7. Rappelons que Ext'(Q(0),Q(1)) = k* ®Q. Si S est un ensemble de places finies de k,
et que Og est I'ensemble des S-entiers de k (intégralité en dehors de S), nous définissons
artificiellement la catégorie MT(Og) des motifs de Tate mixte sur Og comme étant MT(k)p
pour I' = 05 ® Q € k* ® Q*. Cas particulier: pour S le complément d’une place finie v,
Os est le localis¢ O(,) en v de 'anneau des entiers O de k, et on parle de motifs de Tate
mixte non ramifiés en v. Un motif de Tate mixte sur Og est donc un motif de Tate mixte

sur k£ non ramifié en chaque place finie v ¢ S.

Proposition 1.8. Soit £ un nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle de v.
Pour qu’un motif de Tate mixte M sur k soit non ramifié en v, il faut et il suffit que sa

réalisation £-adique M, soit non ramifiée en v.

Preuve. La réalisation f-adique est un Q-espace vectoriel dépendant fonctoriellement du
choix d’une cloture algébrique k de k. La fonctorialité en k en fait une représentation

continue de Gal(k/k). Nous utiliserons que

(a) la réalisation f-adique de Q(1) est Qu(1) := Zy(1) ®z, Qp, avec Zy(1) = lim pen (k);
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(b) Pour n # m, puisque Hom(Q(n),Q(m)) = 0, une extension de Q(n) par Q(m) est
déterminée & isomorphisme unique prés par sa classe dans Ext!(Q(n),Q(m)). Pour x €
k* € Ext'(Q(0),Q(1)), notons K(z) I'extension de Q(0) par Q(1), dite de Kummer, de
classe x. Sa réalisation /-adique est déduite, par tensorisation avec QQy, de I'extension de

Kummer K,(z) de Z; par Zy(1). La donnée d’une extension
0—Z(1) = E-L57, -0

de Z; par Z;(1) équivaut & celle du Zg(1)-torseur f=1(1), et K,(x) correspond au Zy(1)

torseur limite projective des g (k)-torseurs des racines (£7)®me de x dans k.

La représentation f-adique Ky(x) est non ramifiée en v si et seulement si x est une
unité en v, i.e. est dans (‘)’("U). Pour M de Tate mixte, il résulte donc de (b) que M est
dans MT(O,) si et seulement si les représentations /-adiques W_y,, (M) /W_o(n42)(Mp)

sont non ramifiées. Il reste a vérifier le lemme suivant.

Lemme 1.8.1. Soient K, le corps des fractions de I’hensélisé O?U) de O, et H une repré-
sentation (-adique de Gal(K,/K,), munie dune filtration finie croissante indexée par
les entiers pairs W, telle que Gr",, (H) soit somme de copies de Qq(n). Pour que la
représentation H soit mnon ramifiée, il suffit que les représentations W_on/W_o(,42) le

soient.

Preuve. Soit I, € Gal(K,/K,) le groupe d’inertie. On sait que son plus grand pro-/-
quotient est canoniquement isomorphe a Z;(1). Soit t;: I, — Z,(1) le morphisme de passage

au quotient. Il est Gal(K, /K, )-équivariant.

Supposons que I, agisse trivialement sur les W_s,/W_q(,, 2y et prouvons par ré-
currence sur r > 2 qu’il agit trivialement sur les W_s,, /W_5(;,4r). Pour r = 2, c’est I'hypo-
these. Pour r > 2, I’hypothese de récurrence assure que l'action de I, est triviale sur
W_on/W_o(nir—1) et sur W_si1)/W_g(n4r). L'action de o € I, est donc de la forme

1+ v(o), avec pour v(o) un composé

n(o)

W—QH/W—Q(n—i—T) - GTKVQn - GrKVQ(n—l—r—l) - W—QH/W—Q(H‘H’)’
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et n(o102) = n(o1) + n(oz2). L'application o — n(o) se factorise donc par Z,(1), et est de
la forme

n(o) = n-ty(o), pour n: Gr'%, (1) — GrKVQ(nJﬂ_l).

Le morphisme 7 est Gal(K, /K, )-equivariant. Puisque r > 2, Homg, (g, /) (Qe(n + 1),

Qe(n+7—1)) =0 et n est nul, ce qui conclut la récurrence.
Proposition 1.9. Soit I' un sous-espace vectoriel de Ext(Q(0),Q(1)).

(i) Pour r>2, Ext'(Q(n), Q(n + 1)) est le méme dans MT(k) et dans MT(k)r.
(i) Les Ext? de Yoneda sont nuls dans MT(k)r.

Preuve. (i) Si r>2, une extension de Q(n) par Q(n + r) est en effet automatiquement
dans MT(k)r.
(i) 11 suffit de vérifier la nullité des Ext?(Q(n), Q(m)). Pour toute classe ¢ dans cet Ext?,

il existe dans MT'(k)r une extension
(1.9.1) 0—F—FE; —Q(n)—0,

de classe notée c1, et une extension Fy de F' par Q(m), de classe ¢, telle que ¢ soit le

produit de Yoneda coci. Ce produit est 'image de ¢, par le cobord

0: Ext*(F,Q(m)) — Ext*(Q(n), Q(m))

défini par (1.8.1). C’est aussi lobstruction a l'existence dans MT(k)r de
X = Xp2X;2X,2X3 = 0 de quotients successifs X;/X;y1 (i = 0,1,2) munis
d’isomorphismes avec Q(n), F' et Q(m), tel que la classe de I'extension X/Xs de Q(n)
par F soit c1, et que la classe de 'extension X; de F' par Q(m) soit cs.

Relevons Q(n) dans Gr'",, (E;) et soit Ej l'image inverse dans W_o,(E;) de ce
relevement. C’est une extension de Q(n) par F' := FnE] = W_s441)(F). Si Ej est
I'image inverse de F’ dans Fs, ¢ est encore le produit de Yoneda c)c] de la classe ¢ de
E7 par la classe ¢ de 5. On a gagné que ' = W_y(,41)(F”). Un argument dual permet

ensuite de se ramener au cas ot ' = W_g(,41)(F) et W_gp(F) = 0. Le Ext® ne peut
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donc étre non nul que si m >n + 2. Puisque le Ext? est nul dans MT(k), il existe dans
MT (k) une extension itérée X = Xy 2 X7 O Xy O X3 = 0 du type considéré plus haut,
le sous-quotient W_s,/ W_3(a42) de X coincide avec le méme sous-quotient de Xg /X3 si
a+ 2 < m, et avec le méme sous-quotient de X; si a > n. Si, comme on peut le supposer,

m>mn+ 2, on est pour tout a dans un de ces deux cas, X est donc dans MT (k)r, et ¢ = 0.
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2. Le point de vue tannakien.

2.1. Soient k un corps de nombres et I' € k* ® Q un sous-espace de dimension finie. Le
foncteur w, déduit du foncteur gradué w, de 1.1 par oubli de la graduation, est un foncteur
fibre de la catégorie tannakienne MT (k) définie en 1.4: si G, est le schéma en groupe des
automorphismes du ®-foncteur w, le foncteur w induit une équivalence de MT(k)r avec la
catégorie des représentations (linéaires, de dimension finie) de G,,,.

L’action de G, sur w(Q(1)) = Q définit un morphisme
(2.1.1) G — G

Soit U,, son noyau. Le groupe multiplicatif G,, agit sur le ®-foncteur w, A € G,,, agissant
sur w,, par multiplication par \". Cette action est une section G,, — G, de (2.1.1). Elle

fait de GG, un produit semi-direct
(2.1.2) G, =G,, x U,.

Si cela est nécessaire pour éviter une ambiguité, on écrira G,, (MT (k)r) et U, (MT(k)r)
au lieu de G, et U,. Pour S un ensemble fini de place finie de k et I' = 0% ® Q, on écrira
aussi ... (MT(Og)) (cf. 1.7).

L’action de G, est fonctorielle en M. Pour tout M dans MT(k)r, elle respecte donc
la filtration par le poids, indexée par les entiers pairs, de w(M) par les

w(W_o, M) = m@nwm(M).

Le sous-groupe U, agit trivialement sur w(Q(1)), donc sur les w(Q(n)), ainsi que
sur Gr(w(M)) = w(Gr"W (M)). 11 en résulte que le sous-groupe algébrique U,, (M) de
GL(w(M)) image de U, est unipotent. L’action de G,, € G, sur w(M) normalise cette
image. L’algebre de Lie u,, (M) de U, (M) est donc une sous-algebre de Lie graduée de
gl(w(M)). Puisque l'action de U, (M) sur w(M) respecte la filtration par le poids et est
I'identité sur le gradué associé, I'algebre de Lie u,, (M) est a degrés > 0.

Pour M un motif de Tate mixte, notons (M) la sous-catégorie tannakienne de MT(k)p

engendrée par M, d’objets les sous-quotients de sommes de M®P @ (MY)®?. Si M’ est

18



dans (M), U,, (M') est un quotient de U, (M), et le schéma en groupe U, est la limite
projective des U, (M) pour (M) de plus en plus grand. Le schéma en groupe U,, est donc

pro-unipotent.

Les algebres de Lie u,, (M) sont a degré > 0 et, par (1.6.11) et 1.9, les groupes

(2.1.3) Ext'(Q(0),Q(n)) =0 sin <0,
r sin=1,

Kon_1(k)®Q sin>2.

sont de dimension finie. On est donc dans la situation considérée en A.14. En chaque degré
n, le systeme projectif des (u,, (M)),, est stationnaire et on définit ’algebre de Lie graduée
Lieg, (U ), encore notée ug', comme étant la somme sur n des lim(u,, (A)),,. L’algebre de
Lieu,, de U, est la limite projective des u, (M); c’est le produit des (ug),. Appliquant
A.15, on obtient:

Proposition 2.2. (i) L’algébre de Lie graduée u8' est a degrés > 0 et est en chaque

degré de dimension finie. Elle détermine U,, par
U, = lim exp(u® /partie de degré > N).
(ii) Le foncteur w induit une équivalence de MT(Og) avec la catégorie des espaces vectoriels
de dimension finie gradués, munis d’une action de u8 compatible aux graduations.
Que les Ext?(Q(0), Q(n)) soient nuls admet la traduction suivante.
Proposition 2.3. L’algebre de Lie ug est libre.

On en obtient un systeme générateur homogene libre en relevant une base de chaque

(2.3.1) (u8)?" = dual de (2.1.3)

n

dans (ug'),.
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2.4 Mise en garde. On ne dispose pas d'un relévement canonique de (u8")2P dans (ugF),,.
On ne dispose donc pas d’un isomorphisme canonique de u8" avec 1’algebre de Lie librement

engendrée par ’espace vectoriel gradué
(2.4.2) (ug)?® = @(Ext* (Q(0), Q(n))" en degré n).

2.5. La catégorie tannakienne MT(k) est la réunion filtrante des sous-catégories pleines

MT(Og), pour S de plus en plus grand. On a donc pour MT (k)

G (MT(k)) := Awt®(w) = lim G, (MT(Og)) =
=Gy, x lim U, (MT(Og)) .

2.6. Rappelons quelques définitions fondant la géométrie algébrique dans une catégorie
tannakienne 7.

La catégorie Ind T des Ind-objets de T est munie d’un produit tensoriel associatif
commutatif & unité hérité de TJ. Ceci permet de définir la notion d’algebre commutative
a unité de Ind J: c’est un objet A muni d’un produit A ® A — A et d’une unité 1 — A
vérifiant les axiomes usuels. On définit la catégorie des T-schémas affines, aussi appelés
schémas affines en T, comme étant la duale de celle des algebres commutatives a unité de
IndT. On note Spec(A) le T-schéma affine correspondant & l’algebre A, et on appelle A
son algebre affine.

Un T-schéma en groupe affine est un objet en groupe de la catégorie des T-schémas
affines, i.e. le spectre G = Spec(A) d’une algebre de Hopf commutative A de Ind T. Une
action de GG sur un objet M de T est une structure de comodule M — A ® M.

Pour M un object de T, on notera encore M le T-schéma vectoriel Spec(Sym*M"), ou
Sym*N := colim 4 @A Sym"™(N). Un pro-objet lim M; de T définit de méme le T-schéma
provectoriel Spec(cT(L)lSimi,A n6<9A Sym"™(M))).

Pour un exposé plus détaillé, nous renvoyons a Deligne (1989) §5. Par loc. cit. 5.8,
de nombreux énoncés connus en géométrie algébrique restent valables en T-géométrie

algébrique. Nous les utiliserons librement.
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2.7. Rappelons (Deligne (1990)) qu’on dispose, dans toute catégorie tannakienne T, d’un
T-schéma en groupe affine canonique, le groupe fondamental 7(T) de T. Il agit sur tout
objet M de 7, cette action est fonctorielle en M, et pour tout foncteur fibre F elle définit

un isomorphisme
(2.7.1) F(m(7)) =5 Aut®(F).

2.8. Certaines des constructions 2.1-2.5 sont motiviques, i.e. I'image par w de construc-
tions dans MT(k)r. D’autres dépendent de ce que le foncteur fibre w est gradué.
Notons G le groupe fondamental 7(MT(k)r). Les constructions suivantes sont mo-

tiviques:

(a) le morphisme (2.1.1) de G, dans G,,,. C’est 'image par w du morphisme
(2.8.1) G = G

donnant 'action du groupe fondamental G de MT (k)r sur Q(1). Pour donner un sens a
(2.8.1), observer que la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie est une sous-
catégorie de MT(k)r, par V — V @ Q(0), et qu’un schéma en groupe affine peut donc étre

considéré comme un schéma en groupe de MT(k)r.

(b) le groupe U, est motivique: c¢’est I'image par w du noyau U de (2.8.1). De méme pour

sa pro-algebre de Lie u

(c) la formule (2.4.2) se releve en un isomorphisme de pro-objets de MT (k)
(2.8.2) Lie(U*") = [ Ext'(Q(0), Q(n))" ® Q(n).

Dans (2.8.2), la projection sur le ni®™¢ facteur donne I’action de LieU sur les extensions
de Q(0) par Q(n).
Par contre, la structure de produit semi-direct (2.1.2) et la graduation de u, (i.e.,
la décomposition de ce provectoriel en produit des (uf), ) ne sont pas motiviques. La
ab

graduation de u®® D’est, image de (2.8.2) par w, car 'action intérieure de G sur u®® se

factorise par le quotient G,, de G.
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2.9. La réalisation de de Rham Mpgr de M dans MT(k) est un k-espace vectoriel, muni
d’une filtration par le poids W image de celle de M, et d’une filtration décroissante F,
la filtration de Hodge. Ces filtrations sont fonctorielles en M, exactes et compatibles au
produit tensoriel.
On a
Q(1)pr = k en poids —2 et filtration de Hodge —1,

et Q(n)pr est donc k en poids —2n et filtration de Hodge —n. Pour M quelconque, les

filtrations W et F sont donc opposées, et définissent une graduation de Mpg telle que

W_o,(Mpr) = (MDR)m

F_n(MDR) = (MDR>m-

&>

m>n
D
m<mn
On a

(MpR)n = Gr'%,,, (Mpr) = (Gr%,,,(M))pr

= (wn(M) & Q(n))DR = wn(M) ® k.

On en déduit la

Proposition 2.10. Le foncteur fibre DR sur MT(k) est canoniquement isomorphe au

foncteur déduit du foncteur fibre w par extension des scalaires de Q a k.

2.11. Pour C une cloture algébrique de R et ¢ un plongement de k dans C, a la théorie
de cohomologie

X sur k —— H™ (espace topologique X (C'),Q)

correspond un foncteur fibre M +— M, fonctoriel en C. Parler de “plongement dans
C” plutot que de plongement complexe (i.e. dans C) a I’avantage que la fonctorialité en
C fournit un isomorphisme M, — M. Pour un plongement réel, i.e. pour ¢ = &7, cet
isomorphisme est une involution de M, le Frobenius réel.

Un isomorphisme de comparaison canonique d’un foncteur fibre o vers un foncteur

fibre (3 sera noté compg , et son inverse comp, g. La relation entre la cohomologie de de
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Rham et la cohomologie singuliere fournit

(2.11.1) comp, pr: Mpr ®k,e C — M, ®q C,

fonctoriel en C'. Il induit

(2.11.2) compg,,: M, ® C— M, ®C

et permet de voir M, comme une Q-structure sur Mpr ® - C = M, ® C. On a

Q1) =2miQ € C = Q(1)pr Qk,» C

et donc Q(n), = (2mi)"Q € C. Dans ces formules, le choix de la racine carrée i de —1
n’importe pas.
On reconstitue la Q-structure M, de ’espace vectoriel gradué Mpgr a partir de M,

et comp, pr par

1
(2.11.3) (My)n € (MpR)n € (MpR ®k,0 C)n  est W CompDRngrKVQn(MU).

Ecrivons G, = G,, xU,, pour G,, (MT(k)) et sa décomposition 2.5, et 7 pour I'inclusion

de G,, dans G,.

Proposition 2.12. I existe a, dans G, (C) tel que

(2.12.1) M, = compg, o, (asM,,).

Si i est une racine carrée de —1 dans C, on peut choisir les a, de la forme
(2.12.2) ay = al7(27i)

avec a2 € U, (C) et a2 = (a%)~, d’on pour o réel,

(2.12.3) ad € U,(R) (pour o = G)

La preuve est la méme que celle de Deligne (1989) 8.10. Noter que (2.12.1) détermine

a, & multiplication & droite prés par un élément de G, (Q). Choisissons i dans C. La
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fonctorialité en C' montre que si a, v’erifie (2.12.1), alors a, vérifie (2.12.1) pour . Si
on impose & a, d’étre de la forme (2.12.2), avec a? dans U, (C), alors @, = al7(—2mi) =
alr(2mi)T(—1) et a2 est bien un choix possible pour az. Pour la vérification qu'on peut
méme prendre al € U, (R) si 0 = &, on renvoie & loc. cit. Si on impose & a, d’étre de la
forme (2.12.2), son indétermination est réduite a U, (Q). Si o est réel et qu’on impose en

outre (2.12.3), elle est réduite a

Ut (Q): =U(Q)n7(2m) U (R)7(27i)

= exp (H u2n) .

2.13. Appelons “systeme de réalisations de Hodge de Tate mixte” (sur k) la donnée

suivante.

(a) un k-espace vectoriel gradué Vpr. La filtration (croissante et indexée par les entiers
pairs) W_o,, := @ (VDR)m est la filtration par le poids et la filtration décroissante F'~" =
m>n
® (Vbr)m la filtration de Hodge.
m<n

(b) pour tout plongement o de k dans une cloture algébrique C' de R, un Q-espace vectoriel

V, muni d’une filtration croissante W indexée par les entiers pairs, fonctoriel en C.

(c) pour o comme in (b), un isomorphisme de comparaison comp, pr: Vor @k, C — Vo ®
C, respectant la filtration par le poids et fonctoriel en C. Son inverse est noté comppg,o-

On suppose ces données telles que le sous-espace

1
(Vi )n = @ni) comppr,o (Gry,, (Vo)) € (Vor)n @0 C

soit contenu dans (Vpr), et indépendant de o.

La catégorie iRkH , ou simplement R, de ces systemes, munie du produit tensoriel
évident, est une catégorie tannakienne, et 2.9 & 2.11 fournissent un ®-foncteur real”” de
MT(k) dans R

La remarque suivante permettra de vérifier a peu de frais le caractere motivique

d’objets qui nous intéressent.
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Proposition 2.14. Le foncteur real: MT(k) — R est pleinement fidéle, d’image es-

sentielle stable par sous-objet.

Le point essentiel est que le foncteur real” induit une injection de Ext!(Q(0), Q(n))

dans Ext!(real” (Q(0)), real (Q(n))). Pour n = 1, cette injectivité est celle de

(logo): k*@Q— [] C/2miQ

o: k—C

(et un o suffit a 'injectivité). Pour n > 1, elle est une conséquence de l'injectivité de

Papplication régulateur sur Ko, _1(k).

Preuve. Le foncteur fibre w identifie la catégorie RF A celle des représentations d’'un groupe
algébrique G,,, x UH | et le foncteur real”? au foncteur Rep(G,, x U,) — Rep(G,, x UH)

défini par un homomorphisme
Gm x U — G, x U,,.

L’injectivité sur Ext! assure que ce morphisme est surjectif, et 2.14 en résulte.

2.15 Variantes. (i) Puisque MT(k)r est une sous-catégorie pleine de MT(k) stable par

sous-objet, 2.14 vaut également pour le foncteur

(2.15.1) real?: MT(k)p — RE

(ii) Supposons donnée une factorisation du foncteur 2.15.1 par une catégorie abélienne R :
real? = F oreal®: MT(k)r — R — R

avec real® et I exacts et F' fidele. Le foncteur real® est alors pleinement fidele d’image
essentielle stable par sous-objet. “Pleinement fidele” résulte formellement de “F' fidele” et
“F oreal® pleinement fidele”. Que F soit exact et fidele implique que pour R dans R, F

induit une injection

{sous-objets de R} — {sous-objets de F'(R)}
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et “image essentielle stable par sous-objet” résulte formellement de la méme propriété pour
F oreal®.

On peut par exemple prendre pour R la catégorie RF*¢ suivante de systemes de
réalisations: un objet est la donnée de (a) (b) (c) comme en 2.13, plus les données ¢-adiques

suivantes:

(d) pour £ un nombre premier et k une cloture algébrique de k, un Q-espace vectoriel
Vi, muni d’une filtration finie croissante W indexée par les entiers pairs, la filtration par
le poids, dépendant fonctoriellement de k. La fonctorialité en k doit définir une action
continue de Gal(k/k), et on demande que la représentation Gr'%, (V;) de Gal(k/k) soit

isomorphe & une somme de copies de Qg(n).

(e) pour ¢ un plongement de k dans une cloture algébrique C' de R, et pour k la cloture

algébrique de k dans C, un isomorphisme de comparaison
compy s: Vo @ Qr —Vp

fonctoriel en C.

On suppose 'existence d'un systeme de réseaux M, 7z C M, tels que les
COIan,cr(MJ,Z ® Zl) Ve

soient stables sous Gal(k/k) et indépendants de o.

Tant dans R¥ que dans RH¥+ | les seuls objets simples sont les réalisations des Q(n).

2.16. Pour &’ une extension finie de k, on dispose d’'un ®-foncteur “extension du corps de
base & k" M + M,y de MT(k) dans MT(k'). L’existence et les propriétés du morphisme

“norme” en K-théorie assurent par application de (0.4) que

(2.16.1) Extll\/[T(k)(Q(n), Q(m)) — ExtllvlT(k,)(Q(n), Q(m))

est injectif et que, pour k’/k une extension galoisienne, I'image est formée des invariants

sous Galois:

(2.16.2) Extior g (Q(n), Q(m)) > Extlrp (Q(n), Q(m)) G2k /E),
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Par les arguments de la preuve de 2.14, I'injectivité de (2.16.1) implique que le foncteur
M — My est pleinement fidele, d’image essentielle stable par sous-objet. En particulier,
si un motif de Tate mixte M’ sur k’ provient d’un motif de Tate mixte M sur k, ce dernier
est déterminé & isomorphisme unique pres par M. Si la place finie v’ de k' domine la place

v de k, M’ est non ramifié en v’ si et seulement si M l’est en v.

2.17. Par 2.16, les catégories tannakiennes MT(k), pour k variable, forment un préchamp
sur le site étale de Spec(Q). On note MAT le champ associé et on appelle MAT(k) la
catégorie des motifs d’Artin-Tate mixte sur k. Explicitons cette définition.

Soit k1 une extension galoisienne de k. Notons C(k1/k) la catégorie des extensions
finies k' de k dans lesquelles peut se plonger k1. Soit MAT (k1 /k) la catégorie des sections
de MT au-dessus de C(ki/k): la catégorie des systemes d’objets M,y € MT(K’) pour
k' € C(k1/k), et d’isomorphismes M )y — My pour k' — k" dans C(ky/k), vérifiant
une compatibilité pour k' — k” — k”’. La catégorie MAT(k) est la limite inductive des
MAT(ky1/k), pour C(k1/k) de plus en plus petit.

La filtration par le poids des objets des MT(k’) étant fonctorielle et compatible aux
extensions de corps de base, elle fournit une filtration par le poids sur chaque objet de
MAT (k1 /k), ou de MAT (k).

La catégorie MAT (k) hérite de MT (k") de foncteurs fibre w, DR, o et ¢, et d’isomor-

phismes de comparaison.

Foncteur fibre w: le foncteur M = (M@u))week, k) = Mau,) est une équivalence de
MAT (k1 /k) avec la catégorie des objets de MT(k1) munis d’une action semi-linéaire de
Gal(k1/k) (donnée de descente galoisienne). Cette donnée de descente induit une action de
Gal(k1/k) sur w(M) := w(M,)) et le groupe de Galois motivique Aut(w) de MAT (k1 /k)
est le produit semi-direct de Gal(k1/k) par le groupe de Galois motivique de MT(kq).

Soit k une cloture algébrique de k et passons a la limite sur k; C k. On définit
w(M) = w(My,)) pour k; C k assez grand.

Ce Q-espace vectoriel gradué est muni d'une action continue de Gal(k/k).
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Foncteur fibre DR: défini par descente galoisienne a partir des foncteurs fibres DR des

MT(k'). Pour M dans MAT (k1 /k) et k" € C(k1/k), on a fonctoriellement en &’
Mpr ®y k' — (M1)) DR
et I'isomorphisme 2.10 fournit un isomorphisme de comparaison

Mpr = (w(M,)) ® Joy ) GalRa /),

Foncteur fibre o: pour ¢ un plongement de k dans une cloture algébrique C' de R. C’est
Ma’ = (M(k’))a’

pour o le composé k C k' < C' et k' assez grand pour que Myry soit dans MT ).

Foncteur fibre ¢: il dépend du choix d’une cloture algébrique k de k, et est défini comme

étant (M) pour k' C k assez grand.

Cas particulier. Les objets purement de poids 0 de MT (%), i.e. tels que Gr_o, W = 0 pour
n # 0, sont les sommes de copies de Q(0), et wq identifie leur catégorie a celle des Q-espaces
vectoriels. En conséquence, pour k une cloture algébrique de k, le foncteur w identifie la
catégorie des objets purement de poids 0 de MAT (k) avec celle des Q-espaces vectoriels
munis d’une action continue de Gal(k/k) (motifs d’Artin).

Soit k1 une extension galoisienne finie de k. Il résulte de 2.16 que le foncteur MT (k) —
MAT (k1 /k) est pleinement fidele d’image essentielle stable par sous-objet. L’image essen-

tielle est aussi stable par extensions:

Proposition 2.18. Pour qu’un objet M de MAT (ky/k) soit dans MT(k), il faut et il suffit
que laction de Gal(ky/k) sur w(M) soit triviale.

Si M est purement de poids 0, la proposition résulte du “cas particulier” ci-dessus.
Le cas ou M est pur, i.e. purement d’un seul poids, en résulte par tensorisation avec un

Q(n). 1l reste a vérifier une stabilité par extensions.
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181‘6

preuve. Une suite spectrale d’Hochschild-Serre fournit, pour M et N dans MT(k), des
isomorphismes

Ext?

MAT(ky /) (M5 N) = Ext? (M, ), Niyy) G10/E)

Pour vérifier que

Exti/IT(k) (M,N) — Extf

MAT(k’/k)(M’ N) = Ext?

Gal(ky/k
MT(kl)(M(k1)7N(k1)) (kr/k)

est bijectif pour p = 0, 1 et injectif pour p = 2, il suffit par dévissage de le vérifier pour M
et N de la forme Q(m) et Q(n). Le cas p = 2 résulte de la nullité des Ext?, le cas p = 0

résulte de ce que Hom = 0, sauf pour m = n, ou End(Q(n)) = Q, et p =1 est 2.16.

Plutot que de définir la suite spectrale d’Hochschild-Serre requise, on peut la para-

phraser:

28me preyve. Si M est une extension de Q(n) par Q(n+r), que M1,y admette une donnée
de descente de k1 a k, respectant la structure d’extension de Q(n) par Q(n + r), implique
que la classe de My, dans EXtI{/IT(kl) (Q(n),Q(n+r)) est fixe sous Gal(ky /k). Elle provient
donc de la classe d’'une extension M de Q(n) par Q(n+r) dans MT (k). On vérifie, utilisant
que Homysr (i, ) (Q(n), Q(n + 7)) = 0, que M est isomorphe a I'image de M.

Prouvons par récurrence sur r >0 que 2.18 est vrai sous ’hypothese additionnelle que
pour un n on ait M = W_g, M et W_5(4 1) M = 0.

Le cas our = 0 (M pur) a déja été traité. Le cas r = 1 se réduit a celui d’une extension
de Q(n) par Q(n + 1).

Pour r>1, I'hypothese de récurrence assure que M’ = M/W_s; )M et M" =
W_s(n+1)M proviennent de M’ et M" dans MT(k). Ce sont des extensions de la forme:
Gr%,, M par N et N par Grg(nM)M. Par nullité des Ext? dans MT(k), il existe dans
MT (k) un objet M, extension itérée de Gr'Y, M par N par Grg(nM)M, redonnant M’
et M”. L'image de M dans MAT (ky /k) differe de M par une extension de Gr', M par
GrKVQ(n M.
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Cette derniére provient d’une extension dans MT(k), par réduction au cas d’une ex-
tension de Q(n) par Q(n + ), et ceci permet de corriger M pour que son image devienne

isomorphe a M.
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3. Cohomologie et groupe fondamental.

3.1. Soit X un espace topologique séparé et connexe. On note , P, I’ensemble des classes
d’homotopie de chemins de a a b, et v la composition des chemins .P, X , P, — .P,. Noter
I’ordre des facteurs, choisi pour que si V' est un systeme local sur X et que yv € V}, denote
le transport de v € V,, le long de v € P, on ait (0y)v = d(yv).

Nous ferons sur X les hypotheses (a) (b) (c) suivantes. (a) La théorie classique du 74
s’applique. Par exemple: X localement connexe par arcs et localement simplement connexe.
(b) Le groupe fondamental est de type fini. (¢) Pour une projection p: X" xX™ — X™ et un
faisceau constant, Rp, commute au passage aux fibres. Ces conditions sont remplies pour
X homéomorphe au complément dans un polyedre fini d’un sous-polyedre, par exemple
pour X une variété algébrique complexe.

Fixons un corps F', le corps des coefficients. Soient a € X, A 'algebre de groupe
F[m(X,a)] et I son idéal d’augmentation. La donnée d’'un A-module a gauche V, i.e.
d’une représentation linéaire de m1(X,a) sur un F-espace vectoriel, équivaut a celle d’'un
systeme local V™ sur X de fibre V en a. Si on prend pour V' le A-module A, on obtient le
systeme local de fibre en x I'espace vectoriel F/[, P,| de base , P,. La structure de A-module
a droite de A en fournit une sur ce systéme local A, i.e. une action & droite de 71 (X, a).
L’élément v de w1 (X, a) agit sur , P, par composition a droite. Le systeme local (A/I™)”
est le quotient A" @5 A/I™ de A.

Le systeme local (A/I™)" est extension itérée des n systeémes locaux triviaux I?/IPT?

(0<p <mn). Sa fibre (A/I™); en a est A/I™ et 'unité 1 définit
(3.1.1) F— (AT")g: A— AL

Le systeme local (A/I™)” est universel parmi les systemes locaux E extension itérée de
n systémes locaux triviaux et munis de F' — F,, car (A/I", 1) est universel parmi les

A-modules M tels que I M = 0 munis de mg € M.

3.2. Dans ce qui suit, nous laisserons de nombreux signes ambigus. Plusieurs conventions

sont possibles, et aucune ne nous semble clairement meilleure. Elles n’importent guere, car
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elles conduisent a des complexes isomorphes, avec pour 'isomorphisme au pis ’ambiguité
d’un signe global. Typiquement, changer de convention remplace un complexe par un autre
ayant les mémes composantes, et ’isomorphisme est donné par des signes dépendant de

multidegrés.

3.3. Fixons a,b € X et considérons dans X" les sous-espaces b = t1, t; = to,...,t, = a,
notés Yp,...,Y,. Pour J € A, := {0,1,...,n}, soient Y; I'intersection des Y; (j € J) et
F; le faisceau constant I’ sur Y, prolongé par zéro sur X”. Pour J € K, on a Yg C Y}
et on dispose d'un morphisme de restriction F)y — Fg. Si, pour K = {ko,...,kp}, les k;
étant pris dans 'ordre croissant, et J = {ko, ..., i ..., ky}, on I'affecte du signe (—1)*, on

obtient les composantes de la différentielle d’'un complexe de faisceaux sur X™:

(3.3.1) F—>@F{j}_>..._>|€|9 Fy— - — Fa
JI=p

n

Noter que le dernier terme Fa, est nul sauf pour n = 0 ou a = b, auxquels cas il est réduit
akenty =...=t, =a.Sionsupprime le premier terme et qu’on convient que les degrés
vont de 0 & n, on obtient la résolution Cechiste alternée du faisceau constant F sur la
réunion UY; des Y; pour le recouvrement fermé fini par les Y;, prolongée par 0 sur X".
Définissons XK, (n), ou simplement ,X,, comme étant le complexe (3.3.1), avec Fa,
omis, et les degrés allant de 0 a n. Si n > 0 et que a # b, c’est une résolution du prolonge-

ment par 0 du faisceau constant k sur X" — UY;, et
(3.3.2) H* (X", Xq) = H (X" mod UY;, F) (pourn#0,a#0b)

Si a = b, la derniere différentielle (3.3.1) fournit un morphisme de complexes

(3.3.3) oKa = Fiy=.=t,=a[—7],
qui induit
(3.3.4) H" (X", oXq) — F.
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Si on répete ces constructions en prenant a et b comme parametres, on obtient un
complexe K, sur X x X" x X, et, pour p la projection X x X" x X — X x X, la restric-
tion de XK, & X™ "5 p~1(b,a) s’identifie & ,XK,. Traitant seulement b comme parametre,
on obtient de méme ,K, sur X x X™. Les Hi(X " $XK,) sont les fibres du systéeme local
Rip,(+XK,) sur X x X.

Nous allons, d’apres Beilinson, vérifier la

Proposition 3.4. (i) Pouri < n, H/(X",,X,) = 0. (i) Pour b variable, le systéme local
sur X des H" (X", ,K,), muni en b= a de (5.3.4), est le dual du systéme local (A/I"T1)”
de 3.1, muni du transposé de (3.1.1).

Preuve. Pour n = 0, X" est réduit a un point, ,X, est le faisceau constant F' en degré 0
et (i) (ii) sont clairs. Prouvons 3.4 par récurrence sur n > 1; ’hypothese de récurrence est
la validité de 3.4 pour m si m < n.

Soit ¢ la premiere projection: X™ — X. Nous utiliserons la suite spectrale de Leray
pour g. Ceci revient a écrire que RI'(X™, )= RI'(X, Rq. ) et a filtrer Rq, par la filtra-
tion canonique 7. Plus précisément, nous utiliserons une filtration ayant une description
uniforme pour a = b ou a # b, et qui revient a la filtration canonique si a # b.

Un dévissage montre que la formation de Rq.,X, commute au passage aux fibres. Si

on écrit X™ comme X x X1 K, sur X™ s’identifie au cone[—1] de

(3.4.1) Ka{n—1) =Ko (n—1) sur {b} x X"

® F—y sur {a} x X"!

(complexe simple associé au complexe double de premiere (resp. deuxiéme) colonne la

source (resp. but) de (3.4.1)).

On reconnait a gauche les Fy pour 0 ¢ J et J # {1,...,m}, a droite les F; d’une
part pour 0 € J, de autre pour J = {1,...,n}.

Si a # b, la restriction de ,XK, & ¢~ 1(t) = X"~ ! est donc: pour t # a,b: ;K, (n —1);
pour t = b: le cone[—1] de application identique de ,X, (n — 1); pour ¢t = a: le cone[—1]

de (3.3.3). D’aprés I’hypothese de récurrence, Riq,;K, = 0sii <n— 1. Pour i = n — 1,
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c’est un sous-faisceau du systeme local (A/1™)7". Il coincide avec (A/I™)™" si t # a, b, est
nul en t = b et la fibre en a est le noyau du transposé de (3.3.1). Pour i >n, Riq.,X, est un
systeme local sur X — {b} prolongé par 0 sur X. La suite spectrale de Leray vérifie donc

ES?" =0 pour g<n—2oup=0, et

(3.4.2) HY (X", ,K,) =0 pour i<n

H" (X", ,K,) = HY(X, R" *q.vX,) (pour a # b).

Ce H! est le groupe des extensions du faisceau constant F' par (A/I™)™, trivialisées en
t = b, et trivialisées apres avoir poussé par (A/I™)Y — F en t = a. Dualement, c’est le
groupe des extensions E de (A/I™)” par F, trivialisées en t = b, et trivialisées au-dessus
de F CA/I" ent =a.

Traduisons en termes de A-modules. A E correspond un A-module E, extension de
A/I™ par le module d’augmentation F. Il est annulé par I""!. La donnée additionnelle
en a est celle d’un relevement 1 du générateur 1 de A/I" dans E. Soit a: ["/I"t — F
la restriction a I™/I™*! du morphisme de A/I"*! dans E: A — Al. L’extension E est

I'extension E, déduite de I’extension A/I"*! de A/I™ par I"™/I™"! en poussant par a:

0 — I/I"t — AT — AT — 0

(3.4.3) l“ l l

0 — F — E  — A/ — 0.
Pour a: I"/I"™! — F. L’extension E de (A/I™)” par le systéme local trivial F se
déduit de (A/I™*1)” en poussant par

o (systeme local trivial I"/I"') — F.

La trivialisation § en b fournit un diagramme
0 — I"/I"t — (AT — (AT, — 0

(3.4.4) | | |

8
0 — F —  (Ea)y S (A7) — 0.
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De « et 3 on déduit une forme linéaire v sur (A/I"T1);: a x € (A/I"T1);, d'image Z dans

(A/I™)p, attacher

7(z) := image(z) — 5(z) € Q < (Ea)p-

On a a = y|(I"/I™*1), et v détermine 3. Ceci fournit I'isomorphisme
H" (X", p%a) = (A/T"T1)5)Y

annonce.

Présentés un peu différemment, ces arguments continuent a s’appliquer pour a = b.
L’image par Rq. du complexe ,X,, cone[—1] de (3.4.1) est encore un cone[—1|. On définit
sa filtration croissante Fil en filtrant source et but par la filtration canonique 7. . Le gradué

Grrfil s’envoie par un quasi-isomorphisme sur le complexe
(3.4.5) R'qusXKy(n —1) — (safibre en a), @ (Fsii=n—1)

en degrés 0 et 1, translaté par [—i]. Pour i < n—1, (3.4.5) est nul. Pour tout i, H((3.4.5)) =

0. La suite spectrale pour RI'(X, ) et Fil donne donc

(3.4.6) H (X™,,K,) =0 pouri<n

H™"(X",,XK,) = H (X, (3.4.5)i=p_1).

Ce H! classifie les extensions du faisceau constant F par (A/I")™Y = R" 1q..K, (n — 1),
trivialisées apres avoir poussé par le morphisme (3.4.5), et les arguments donnés pour a # b
peuvent etre répétés.

Il reste, pour a = b, & identifier (3.3.4). Le complexe (3.3.1) (degrés 0 & n+ 1) est le

complexe simple associé au complexe triple de faisceaux sur X" = X x X"~ L

Ka(n—1)  —— Ko(n—1) swr g '(a)

| l

Fl—(n—D]jma ——  F[—(n— 1)]i=a



et (3.3.4) est induit par le morphisme

Koln—1) ——— Ky (n—1)sur pr—i(a) 0O —— 0
| | — | |
F[-(n—1)]t=q¢ —— 0 0 —— F[-(n—-1)].

Filtrant comme précédemment, on en déduit que (3.2.1) est le H! du morphisme de

complexes

(A/I")7" —— (A/I")a® Fy

J J

0 e F,
(La fleche verticale droite donnant le morphisme est la différence entre I’évaluation sur
F c A/I™ et I'identité de Fy,.)

Une extension de F' par (A/I™)¥", trivialisée apres avoir poussé par (3.3.4), se dualise
en une extension de (A/I™)” par F' qui en a est et trivialisée, et trivialisée au-dessus de
F cA/I™" = (A/I™). On lui attache la différence au-dessus de F' entre ces deux triviali-
sations. On laisse au lecteur le soin de vérifier que cela revient a évaluer en 1 une forme

linéaire sur A/I"*1.

3.5 Remarque. Dans cette identification de (F[,P,] @5 A/I"™1)Y avec le groupe des
extensions de (A/I™)” par F, munies de trivialisations convenables en a et b, le sous-
espace (F[p,P,] ®x A/I™)" est celui des extensions triviales, avec la trivialisation évidente
en a et une trivialisation en b. L’injection de (F[yPy]/I™)Y — (F[oP]/I™ )Y est donc le

H" de
(3.5.1) (6XKq (n— 1) sur {b} x X") [-1] = K, sur X"

déduit de la description du second membre comme cone[—1] de (3.4.1).

3.6. Nous regarderons un objet simplicial tantot comme un foncteur contravariant sur
la catégorie de tous les ensembles totalement ordonnés finis non vides, tantdét comme un

foncteur sur la sous-catégorie des A,, = {0,...,n}. Cela revient au méme (équivalence
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de catégories). Si la valeur sur A, d’un objet simplicial S est notée S,,, on notera S; sa
valeur sur I totalement ordonné. Elle est fonctorielle en I et si I a n+ 1 élément, I'unique
isomorphisme de I avec A,, fournit un isomorphisme de S; avec S,,.

Le morphismes A,, — A7 sont les
(3.6.1) 0;i:0,...,0—1+—0; ¢,...,n—1 (0<i<n+1).

Nous identifierons par cette numérotation X Hom(An.A81) 3 X x X" x X . L’ensemble simplicial
A, — Hom(A,, A1) contient ’ensemble simplicial A,, — Hom(A,,,0A1) = {vo, pn+1}-
L’espace cosimplicial A,, — XHom(An.A1) g6 projette donc sur l'espace cosimplicial A,, —
XHom(An.041) — X x X. Prenant la fibre en (b,a), on obtient un espace cosimplicial

A, — X" Les 9;: X! — X™ (0<i<mn) sont les

tl,...,tn_l’—>b,t1,...,tn_1 (Z:O)
tl:---7ti7tia---7tn—1 (Z#O,’FL)

tl,...,tn_l,a (z:n),

d’images les Y; de 3.3. Plus généralement, pour J € {0,...,n} de complément I, supposé
non vide, p = |I|—1 et ¢ I'inclusion de I, le morphisme cosimplicial ¢;: X? — X™ identifie
XP avec Y; € X™. Pour J, J' de compléments I, I' et p=|I|—1,p = |I'| —1,si J C J et
que @ est Uinclusion de I’ dans I, le morphisme cosimplicial ¢ : X P' — XP gidentifie
a l'inclusion de Y, dans Y. Noter que pour J = {jo,...,Jx,---»Jdpt ©J = {Jo,-- -, Jp}
donnant lieu a I’ = {ip,...,%,...,iq} €I = {io,...,iq} (les i et j sont pris dans I'ordre
croissant), on a p+q = n, k+ £ = iy = ji, et le signe (—1)* que nous avons employé en
3.3 peut se récrire

(=1)F = (=D (=) = (D) (-1 (")

pour

(3.6.2) e(J) =[] (-1).
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3.7. Choisissons des complexes S}, qui calculent la cohomologie des X™, et soient foncto-
riels pour les morphismes cosimpliciaux entre les X"". Plus précisément: on prend pour S},
le complexe des sections globales d’une résolution fonctorielle 87, du faisceau constant F
sur X telle que I'(X™, 8},) — RI'(X™,87,) soit un quasi-isomorphisme. A m variable,
les S7, forment un systeme simplicial de complexes. Les 8, fournissent une résolution de
»XKq (n) sur X™: avec les notations de 3.6, résoudre Fy par ¢r.87 et utiliser la fonctorialité
de 87 en I.

Un systéme de coefficients ¢ sur le simplexe standard A,,, a valeurs dans une catégorie
additive, attache a chaque facette 7 € A,, un objet ¢(7), contravariant en 7 pour les

morphismes d’inclusion. I définit un complexe de chaines
Cp(An,0)= P ).
|T|=p+1

Dualement, un cosystéme: ¢(7) covariant en 7, définit un complexe de cochaines.

Si s, est un objet simplicial, on note encore C,(A,,s,) le complexe C,(A,,c) pour
¢(7) := s,. Dualement pour s* cosimplicial.

Le complexe

['(X™, résolution de ,XK, définie par 8,),

calcule I’hypercohomologie de ,X,. Il s’identifie (avec les signes (3.6.2)) au complexe simple

associé au complexe double (= complexe de complexes)
Ci(An, 57),
translaté par [—n|, et 3.4 (ii) se récrit
(3.7.1) (k[yP.] @p A/I"THY = HOC,(A,,, ST).

3.8 Exemple: prenons pour S}, le complexe des cochaines singulieres de X ™. Il ne rentre
pas tout a fait dans le cadre précédent, mais on peut I’y ramener: si 8}, est le complexe
des cochaines singulieres localisées sur X™ (le faisceau associé au préfaisceau des cochaines

singulieres), Sy, — I'(X™, 8,) est un quasi-isomorphisme. Le complexe S}, des cochaines
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singulieres est le dual du complexe SI" des chaines singulieres. A m variable, S est

cosimplicial en m, et C, (A, S}) est le dual de C*(A,,,S:). On a donc
(3.8.1) F[yP,) @p A/I" T = HOC* (A, S2)

Pour X = [0,1],a =0et b =1, , P, est réduit & un élément et chaque k[, P,]@x A/
est réduit a F. Au membre de gauche, les C*(A,,,S?) forment un systéme projectif, de

morphismes de transition déduits, apres dualisation, de (3.5.1):
C*(An,S;) = C*(Ap—1,5%)

est induit par dyg: A,_1 — A,,.

Pour qu’un cocycle de degré zéro de C*(A,,, St) corresponde au chemin de 0 a 1, il faut
et il suffit que sa valeur en {n} = 97 (Ag) € A, soit 1 € S°, le complexe des chaines sin-
gulieres du point. On a [0, 1] = |A4|. Soit oy, le simplexe |A,,| — |A1|™ = [0, 1]™ de coor-
données les dégénérescences p; (1 <i < m) de (3.6.1). Son image est {t|1>t1 > ... >t,, >0}.
Comme cocycle, on peut prendre celui qui a chaque face de dimension p de A,, attache +o,
le signe étant + pour p = 0 et dépendant des conventions de signes définissant C*(A,,, S?)
pour p > 0.

Par fonctorialité en X, on en déduit que, pour X, 'image dans H°C*(A,,, S,) d’un
chemin v: [0,1] — X de a a b est représentée par le cocycle qui a chaque face de dimension

p de A,, attache £y oo,: |[A,| — [0,1]7 — XP, le signe étant comme ci-desssus.

3.9. La littérature donne une autre recette pour déduire (F[,P,] @ A/I"1)" de I'objet

simplicial S7 de la catégorie des complexes considéré en 3.7:

(a) prendre le complexe normalisé NS} de cet objet simplicial;
(b) prendre le tronqué o _, NS} qui ne garde que les NS}, pour m <n;

(c) prendre le complexe simple associé au complexe double o+ _,, NS¥ et son H°.

L’équivalence entre les deux constructions résulte du lemme suivant. Rappelons qu’une

catégorie karoubienne est une catégorie additive dans laquelle tout endomorphisme idem-
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potent admet un noyau, et que I’équivalence de Dold-Puppe: (objet simplicial S,)— (com-
plexe NS, a degrés <0) est disponible dans une telle catégorie (V.S est facteur direct de

Sk)

Proposition 3.10. Si S, est un objet simplicial d’une catégorie karoubienne, le complexe

Cy(A,, S,) et le tronqué normalisé o 5 _, NS, sont fonctoriellement homotopes.

Nous vérifierons par la méthode des modeles acycliques I’énoncé dual, pour un objet

cosimplicial S*, 0., NS* et C*(A,,, S*).

Preuve. Nous noterons Cy la catégorie préadditive ayant les mémes objets qu'une catégorie
C, pour laquelle Hom( A, B) est le groupe abélien librement engendré par Home (A, B). Nous
noterons Cy,, son enveloppe karoubienne, obtenue par adjonction formelle de sommes finies

et de facteurs directs noyaux d’endomorphismes idempotents. Le foncteur contravariant
X +— h: Crar — Hom(C, Ab), hy (V) = Home,  (X,Y)

est pleinement fidele. Il induit une équivalence de Cy,, avec la sous-catégorie de la catégorie

abélienne Hom (€, Ab) d’objets les facteurs directs de sommes finies de foncteurs
Y —— groupe abélien librement engendré par Home(X,Y),

pour X dans C. Ces foncteurs sont des objets projectifs de la catégorie abélienne Hom(C, Ab),
car pour C' dans C

Hom(hS, F) = F(C)
(variante du lemme de Yoneda).

Si A est la catégorie des A,,, 'objet cosimplicial (A,,) de Agq, est universel en ce sens

que, pour A une catégorie karoubienne, F' — F((A,)) est un équivalence
(foncteurs Ay, — A) — (objets cosimpliciaux de A)

Pour vérifier I’énoncé (3.10)* dual de 3.10, et montrer que I’équivalence d’homotopie peut

étre donnée par des formules universelles, il suffit de vérifier (3.10)* dans le cas universel:
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pour l'objet (A,,) de Ayay. Si A -, est la sous-catégorie de A d’objets les A,, pour m <n,
tant 0. _, NA, que C.(A,,A,) sont dans (A ., )kar, €t c’est dans (A -, )kar que nous
travaillerons.

Appliquons le foncteur X — hf & 0., NA® et & C*(A,, A*). On obtient deux com-
plexes d’objets projectifs de la catégorie abélienne Hom(A - ,,, Ab). Nous montrerons qu’ils
sont 1'un et I’autre une résolution projective du foncteur constant Z, donc sont homotopes,
et on conclut par la pleine fidélité de X — hif. Si on évalue en A, (p<n), on obtient les
complexes o~ _, NS, et C.(A,,S,) de 3.10 pour S, le complexe chaines simpliciales de

A,. Ce sont
(a) le complexe des chaines non dégénérées de A, égal & son tronqué car p < n.
(b) le complexe des chaines combinaisons linéaires de A, — A,, x A,, avec la premiere

projection injective.

Ces deux complexes sont augmentés vers Z, fonctoriellement en A,. Puisque |A,|
est contractile, et que le complexe (a) calcule son homologie, il est une résolution de Z.
Le complexe (b) est le complexe des chaines non dégénérées du sous-polytope simplicial

suivant de |A, x A,|:

(3.10.1) la réunion, pour ¢: A, — A, des graphes I', des morphismes |¢|: |A,| — |A,].
Pour vérifier que le complexe (b) est une résolution de Z, il suffit donc de vérifier le

Lemme 3.10.2. L’espace (3.10.1) est contractile.

Preuve. Ordonnons lexicographiquement ’ensemble des applications croissantes

©: {0,...,n} —{0,...,p}.

Montrons que pour tout ¢ # 0,

Ton |J Ty

<y
est une union non vide de faces du simplexe I',,, mais non de toutes les faces de I',, de

sorte que |J Ty est rétracte par déformation de |J I',r.
P <p P <@
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Quels que soient ¢’ et o, si F € {0,...,n} est ensemble des i tels que ¢(i) = ¢'(1),
et |F| la facette correspondante A,,, I', nT'y est le graphe de la restriction de |¢| ou |¢/|
a|F.

Identifions I'y, & |A,,| par la projection sur A,,. Si ¢’ < ¢, soit ¢ minimal tel que
©'(i1) < @(i). Si ¢” est défini par ¢ (j) = ¢’'(j) (resp. ¢(j)) pour j < i (resp. j > i), on
ay’' <gpetTy,nT'y CT'ynlyr, quis’identifie & la face d’indice ¢ de |A,,|. L’intersection
L',n /U I',s est donc réunion non vide de faces.

];POT;ID’ que la face d’indice i soit obtenue, il faut et il suffit que @(i) # 0, et que, si

i # 0, on ait p(i — 1) < ¢(i). Parce que n > p, toutes les faces ne sont pas obtenues: soit

©(i) = ¢(i + 1) pour un i, soit n = m, @ est Iidentité, et p(0) = 0.

3.11. Si X est une variété différentiable, que F' = R et que, dans 3.7, on calcule la
cohomologie de X™ a l'aide du complexe de de Rham, on obtient un objet simplicial
QP(X™) de la catégorie des complexes (degré différentiel gradué p, degré simplicial n). Soit
NQ*(X*) son normalisé, et sSNQ*X* le complexe simple associé, dont la composante de
degré k est @ . NQP(X*). C’est un proche cousin du complexe des intégrales itérées de
Chen. Nousplzglis proposons d’expliquer la relation entre les deux.

Une g-forme f sur l'espace 5,2, (X) des chemins C*° de a & b est pour Chen la donnée,
pour toute variété U et toute famille C* *U — ,€,(X) de chemins de a & b paramétrée
par U, d’une g-forme (notée v*3) sur U, cette donnée vérifiant que pour f: V. — U on a

(vf)*B = f*(v*5). A une p-forme sur X", Chen attache comme suit une (p —n)-forme sur

pQ2a(X):

(a) répétant avec parametres la construction de 3.8, on attache a une famille v de chemins

paramétrée par U un morphisme
Y =7v00n: UXI|A,| =Ux[0,1]" - X™;

(b) ala forme a sur X™ on attache 'intégrale de v« le long des fibres de U x |A,| — U.

Plus précisément, on attache

(@) = (—1)r+1)/2 / Via,

Ux|An|/U
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ou 'intégrale le long des fibres est définie de sorte que pour 8’ sur U et " sur |A,|, on ait

/ prif aprzf’ =4 | 8"
Ux|An|/U

|An|

Le signe est choisi pour avoir, si a est de degré p

d(a) = {da) + (=1)" (3" (=1)'jiar) -

compatibilité de la différentielle extérieure sur €2, (X) avec la différentielle D du complexe
simple associé au complexe double des 2*(X™) (pour * le premier degré).

Pour la différentielle transposée de Sing,X™, si v est un chemin de a a b, c’est
> (=1)Pvy o0, qui est un cycle.

Chen remplace les Q2*X™ par le systeme simplicial de sous-complexes (}%Q*(X ). Le
compleze des intégrale itérées de Chen est I'image par ( ) de la somme des éQ*(X ).

Cette image est formée des sommes de

(o] ... |ap) == (prioa A ... ADI, )

A

Les dégénérescences s;: X™ — X" 1 sont les projections (z1...2,) — (v1...2...2,)

et le complexe normalisé de Q% 0* X, dans sa version “diviser par les Im(s;)” est
(3.11.1) NoQUX = (}%(Q*X/constantes).

Par Kiinneth, les Q%Q*X sont quasi-isomorphes aux Q2*X", et donc les N éQ*X aux
NQ*X™.

Si un des «; est de degré 0, (a1]...|ay,) est nul et () induit donc
( ):' N ROX — complexe des intégrales itérees.

Les deux membres sont filtrés par n; par les & N ® QX et leurs images. Chen (1973)

m<n

(Lemme 4.3.1) prouve que, pour cette filtration Fil du complexe des intégrales itéries, GrEi!

n

est le quotient <}%(T2 192°X) de Q%Q*X. Le complexe 7. 102*X est le quotient de Q2*X par
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Q%X et son image par d. La variété X étant connexe, le morphisme de (Q*X/constantes)

dans 75 192" X est un quasi-isomorphisme, et les
Fil,, N ROX — Fil, (intégrales itérées)

sont donc des quasi-isomorphismes.

Remarque. On peut donner du complexe des intégrales itérées une description directe, en
terme de I'algebre graduée 2*(X) et des morphismes d’évaluation en a et b, sans invoquer
les formes différentielles sur ;€2,: I'image de @ % 2% est son quotient par les a1 ®. .. ®@ayy,

m<mn

tels qu'un «y; soit de degré 0, et leurs différentielles (construction bar réduite de Chen 1976).

3.12. Soit X une variété algébrique lisse connexe sur un corps k et a,b € X (k). Comme

X Hom(An,A1) ganvoie dans le schéma

dans le cas topologique 3.6, le schéma cosimplicial
cosimplicial constant X x X = XHom(An.0A1) ot prenant la fibre en (b,a) € X x X, on
obtient un schéma cosimplicial A, — X™. Regardons-le comme un objet cosimplicial de

la catégorie additive SmCor(k). Quel que soit n, on peut lui attacher le complexe
C* (A, X*)[n]

(3.7) de SmCor(k), ou, dans I’enveloppe karoubienne SmCor (k)i de SmCor(k), le com-
plexe homotope o - , N X*. Ces complexes fournissent des objets, naturellement isomorphes
d’apres 3.10, de la catégorie triangulée motivique DM(k). Notons-les bQLn](X ).

Appliquons a bQLn} (X) le foncteur “réalisation” cohomologique, suivi de H°. D’apres
3.4, pour tout plongement complexe ¢ de k, dans la réalisation de Betti H, correspondante
(coefficients rationnels), on obtient (Q[,P,] ®x A/I"™1)Y pour X (C).

Supposons que X, comme objet de DM(k), soit de Tate mixte, i.e. dans DMT(k).
Les bQLn](X ) sont alors également dans DMT(k). Si k est un corps de nombres, ou plus
généralement quand on dispose de la conjecture d’annulation de Beilinson Soulé, on peut,
apres tensorisation avec Q, appliquer H et dualiser pour obtenir un objet de la catégorie

MT (k) des motifs de Tate mixte sur k.
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Si on travaille avec o ., NX*, les formules classiques en topologie (voir Wojtkowiak
(1993)) fournissent, apres passage a la limite inductive en n, une structure d’algebre com-
mutative dans la catégorie des Ind-objets de MT(k), et

pAq(X) := colim(H% _ , NX*)¥

n

mérite le nom d’algebre affine de ’espace motivique des chemins de a a b. Pour trois points

a, b, ¢, on dispose aussi (loc. cit.)d’un coproduit
cAa(X>(X) - cAb(X> ® bAa(X>

correspondant a la composition des chemins. Pour a = b, Spec(,A4,(X)) est le groupe

fondamental rendu unipotent motivique.

3.13. Prenons pour X le complément, dans une droite projective P sur K, d'un ensemble
fini de points rationnels, et montrons comment comparer ces constructions a celles de
Deligne (1989). En réalisation de de Rham, X fournit le complexe (a différentielle nulle)

des formes différentielles a poles logarithmiques:
(3.13.1) K -%0L(log 9).

Pour X™, on obtient la puissance tensorielle ni*™¢ de (3.13.1). Ces puissances tensorielles
forment un systeme simplicial de complexes. Normalisant, ce qui revient a supprimer K
dans (3.13.1) (cf. (3.11.1)), on obtient apres troncation en n

(3.13.2) o Q,(log S)®™.

m<n

La comparaison avec la réalisation de Betti est par les intégrales itérées de Chen, et ceci
est compatible aux constructions de Deligne (1989). Quant a la réalisation en cohomologie

(-adique, les arguments prouvant 3.4 s’appliquent aussi bien dans le cadre ¢-adique.
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4. Le groupe fondamental unipotent motivique d’une variété rationnelle.

4.1. Soient k un corps de nombres, P une droite projective sur k, X le complément d’un
ensemble fini S de points rationnels et x,y € X (k). Dans Deligne (1989) §13, nous avons
défini un “espace de (classes d’homotopie de) chemins motivique” noté P, .. Sous les
hypotheses ci-dessus, et apres oubli de ’aspect cristallin de loc. cit., ¢’est un schéma affine
en la catégorie tannakienne R +¢ de 2.15. Nous le noterons ici PZH, ou P (X) 8l y a
lieu de préciser X. On dispose d’une “composition des chemins” Pf;'ﬁ X Pfj’ t Psz .
Posons 7'(‘{{ X, x) = Pfj ¢, Pour la composition des chemins, c’est un R¥**-schéma
en groupes affine et Pfj’ ¢ est un espace principal homogene & droite sous ﬂff M(X , ),
a gauche sous 77 (X, y): un (774X, 2), 7FT(X, y))-bitorseur. Pour ¢ un plongement
de k dans une cloture algébrique C' de R, la réalisation o de 7'(‘{{ + (X, x) est I'enveloppe

algébrique pro-unipotente de (X (C), x). Si I est 'idéal d’augmentation de I’algebre de
groupe Q[m1 (X (C), x)], c’est le spectre de 1'algebre de Hopf commutative

colim(Q[m1 (X (C), x)]/IN)v.

i.e. c’est 'enveloppe algébrique pro-unipotente de (X (C), x).

4.2. Soit AI'F* Talgebre affine (2.6) de P, D’apres 3.12, 3.13, le Ind-objet A'F de
RH+L est I'image par le foncteur réalisation d’un Ind-objet Ay . de MT (k). D’apres 2.14,
2.15 (ii), le produit AT+ @ AT+ — AMHE provient d'un produit sur A ., et PIF est
la réalisation du MT'(k)-schéma affine P, , := Spec(A4, ;). De méme, la composition des
chemins est définie par un coproduit AZF¢ — ALLE t® AllF t ce coproduit se releve &
MT (k) et définit un morphisme P, , x Py, — P, ;.

Nous appellerons ici Py, 1'espace de chemins de x a y motivique. Nous appelerons
P, . le groupe fondamental motivique de X en z et le noterons 7}*°*(X, z) ou simplement

m1(X,x). Mise en garde: bien que la notation ne l'indique pas, il s’agit de 7 rendus

unipotents.

4.3. Appelons “point base de X” soit un point rationnel de X = P — S, soit un vecteur

tangent non nul en un point de S (“points base a I'infini”). Pour x et y deux points-base
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de X, Deligne (1989) §15 définit un “espace de chemins motivique de = a y”. Comme en
4.1, c’est, apres oubli d’un aspect cristallin, un R¥+¢-schéma affine. Nous le noterons ici

H+e _ H+t
PYE et, pour x =y, m7 (X, x).

Théoreme 4.4. Avec les notations de 4.1 et 4.3, si x ety sont deux points-base de X, le

RE+ _schéma Pfjé est motivique, i.e. la réalisation d’un MT(k)-schéma P, ;.

Si S est vide ou réduit a un point, X = P — S est simplement connexe, les PJIJ ¢
sont réduits a un point et 4.4 est trivial. Nous pouvons donc supposer, et supposerons, que
|S|>2. Le cas ou = et y sont a distance finie ayant déja été traité, nous supposerons au

moins I'un de x et y a U'infini.

Cas 1. z € X(k) et y est un vecteur tangent non nul en g € S.

Soit Z le MT(k)-schéma des homomorphismes de Q(1) dans 71"°*( X, x). Identifiant ho-
momorphismes de schémas en groupe unipotents, et homomorphismes entre leurs algebres
de Lie, on peut en donner la description suivante: Lie 7"°*(X, z) est une pro-algebre de
Lie dans MT(k), en particulier un pro-objet de MT(k) (c’est la limite projective des
Lie (m"°%(X,x)/3%), pour 3 la série centrale descendante), et on définit Z comme étant
le MT(k)-schéma pro-vectoriel (2.6) Lie 7{*°*(X, z)(—1).

Dans ZH+t := real™*(Z), on dispose du sous-schéma fermé “classe de conjugai-

H+-¢

son de la monodromie locale autour de y”. Voici sa définition. Ecrivons Q(1) pour

real?4(Q(1)). On dispose d'un morphisme “monodromie locale autour de 7 ”:
(4.4.1) Q) — 7+ (X, )

Dans (4.4.1), Q(1)"** est vu comme un R¥*‘-schéma vectoriel, avec sa structure de
groupe. Si T est I'espace tangent en ¥, et que T := Ty — {0}, il y a lieu de voir (4.4.1)
comme un morphisme

T (T y) — (X ).
La donnée de (4.4.1) équivaut a celle de

(4.4.2) Q()H* = LienT (X, y).
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Dans (4.4.2), Q(1)#+¢ est un objet de R, muni de sa structure d’algebre de Lie com-
mutative.

On dispose aussi de I’espace de chemins Pfj ¢ et, par composition des chemins, de
(p, ) — p~typ: P x ofTU(Xy) — (X 2).
Composant avec (4.4.1), on en déduit

(4.4.2) PEF x Q()F — 7 (X, 2).
H+/?

Le groupe 7" 7" (X, y) agit par composition a gauche sur PJIJ ¢, Divisant & gauche par

Q(1)7+¢, vu par (4.4.1) comme sous-groupe de i+t X,y), on définit
1
H+l H+e\ pHAL
et (4.4.2) se factorise par Pf; £ % Q1)+, définissant
(4.4.3) Pt ZH+H

Lemme 4.5. Le morphisme (4.4.3) est un plongement fermé de RT+*-schémas.

Preuve. 11 suffit de le vérifier en réalisation de de Rham, ou l'assertion se réduit a la

suivante.

Lemme 4.6. Soit L l'algébre de Lie sur k engendrée par des éléments (es)ses soumis a
la seule relation que ) es = 0. On suppose |S|>2, on firey € S et on pose e := ey. Soit G
le schéma en groupe prounipotent limite projective des Gy := exp(L/3™). Le morphisme
de G/ exp(ke) dans Lie(GQ): g — ad g(e), identifie G/ exp(ke) d un sous-schéma fermé de
Lie(G), lorbite adjointe de e.

Dans 4.6, Lie(G) est le schéma pro-vectoriel limite projective des schémas vectoriels

Lie(G’N).

Preuve. Les orbites de 'action d’un groupe unipotent sur un schéma affine sont fermées

Demazure, Gabriel (1970) IV 2.2.7). Si ex est I'image de e dans £/3" et Zy C Gy son
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fixateur, 'application g — adg(ey) de Gn/Zy dans Lie(Gy) est donc un plongement
fermé. Par passage a la limite projective, I'application g — ad g(e) de lim G /Zy dans
Lie(G) = lim Lie(G ) est également un plongement fermé.

L’algebre de Lie du sous-groupe Zy de Gy est le centralisateur de ey dans L/ 3N,
Fixons b dans S distinct de y. L’algeébre de Lie L est librement engendrée par les e, (s # b).
D’apres 4.7 ci-dessous, le centralisateur de e est réduit a ke. Munissons L de la graduation
pour laquelle les e, sont de degré 1. La sous-algebre 3%V est la sous-algebre “degré > N”.

L’application linéaire ade: L — L étant de degré 1 et de noyau réduit a ke, on a
Lie Zy = Ker(adey: £/3Y — £/3") = ken + 3V 1/37,
La projection de Gn11/Zn+1 sur Gy /Zy se factorise donc par G/ exp(key) et

G/exp(ke) =1lim Gy /exp(key) —— lim Gn/ZN(e).

Lemme 4.7. Dans une algebre de Lie libre L sur k, le centralisateur d’un générateur e

est réduit auxr multiples de ce générateur.

D’apres Reutenauer (1993) 2.10, dans une algebre de Lie libre, deux éléments non nuls
quelconques qui commutent sont multiples I'un de ’autre. Le cas particulier 4.7 est, plus
simplement, conséquence de ce que ’algebre de Lie libre Lib({e} uA) est le produit semi-
direct de ke et de Lib((ade™(a))acan>0 et de ce que la dérivation ade™(a) — ade™*!(a)
de I'algebre associative libre engendrée par les ad e™(a) est injective.

Il résulte de 4.5 que Pfj ¢ est motivique. Soient en effet A I'algebre de Z et A7+ .=
real?T4(A) celle de Z7+*. D’apres 4.5, Pf; ¢ est isomorphe & un sous-schéma fermé de
ZH+L défini par un idéal a7+ de AFHE. Dapres 2.14, 2.15, cet idéal est la réalisation

d’un idéal a de A, et Pf; ¢ est isomorphe A la réalisation de Spec(A/a).

4.8 Fin du cas 1 de la preuve de 4.4. Soit b € S distinct de g, et X’ := P — {g,b}.
Identifions P et P!, par un isomorphisme envoyant § sur 0 et b sur oo, donc X’ sur A* =
Spec k[u,u™1]. Soit t := du (y) la coordonnée du vecteur tangent y en u = 0, et notons

encore t le point de G,, de coordonnée ¢. Les espaces de chemins P/TH(X') et PtgﬁH(Gm)
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sont canoniquement isomorphes (Deligne (1989) §14). Puisque ¢ et = sont des points-base
a distance finie de G,,, Pfj’ t est motivique. C’est d’ailleurs simplement un torseur de
Kummer: on a 7"°%(G,,,z) = Q(1), t/x € k* définit une extension de Q(0) par Q(1), donc

un Q(1)-torseur, et Pfj’ ¢ est la réalisation de ce torseur.

Lemme 4.9. Le morphisme
PIH(X) — PH(X) x PILI(X)

(1™ facteur: fonctorialité en X ; 2° facteur: passage au quotient) est un isomorphisme.

Puisque tant Pfj {(X") que PgH; (X)) sont motiviques 4.9 implique que Pfj £(X) est

motivique.

Preuve de 4.9. 11 suffit de vérifier 4.9 en réalisation de de Rham. Avec les notations de 3.6,

I’assertion se réduit a la suivante.

Lemme 4.10. Regardons G, = exp(ke) comme un quotient de G par e — e, e, — 0 pour
a # y,b. L’application
G — exp(ke) x exp(ke) \ G

est un isomorphisme.

Preuve. G est le produit semi-direct de exp(ke) par le noyau de la projection sur exp(ke),

cf. la preuve de 4.7.

4.11. Pour finir la preuve de 4.4 il reste, compte tenu de ce que Pfj ¢ est isomorphe

comme R7 ¢ gchéma a P £ A traiter le
Cas 2. x et y sont des points base a I'infini.

Choisissons un point base z € X (k). On a une expression de Pfj ¢ comme composé
de bitorseurs

H+¢ _ pH+L H+¢
Py’x = Py’z XW{J+E(X’Z) P

Z,T

ol au second membre chaque R¥+*-schéma est motivique. Que P;{j’ ¢ soit motivique en

résulte.
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4.12. Soit X une variété algébrique lisse sur un corps de nombres k, et xz,y € X (k). On
suppose X séparé. Sous I’hypotheése que H'(X,0) = 0 pour X une compactification lisse
de X, nous avons défini dans Deligne (1989) §13 un “espace de chemins” P, , qui est un
schéma en une catégorie de systemes de réalisations. Nous le noterons ici, apres omission

de l'aspect cristallin, P;?jl. Comme précédemment, les P;fjjl forment un groupoide.

Théoreme 4.13. Si la variété X est unirationnelle, ng?;‘l est motivique, réalisation d’un

MAT(k)-schéma.

Les catégories de systemes de réalisations considérés sont des champs sur Spec(k)et. Le
théoreme équivaut donc a dire qu’il existe une extension galoisienne k; de k telle qu’apres
extension du corps de base & k' dans C(k1/k), P%!(X}s) est motivique, réalisation d’un

MT(k’)-schéma.

Preuve pour X un ouvert de P". Soit D C P™ une droite, assez générale pour que le

morphisme de schémas en groupe unipotents
(X nD,z) — mi°(X, 2)

(x quelconque dans X n D) soit surjectif.

Si XnD est le complément dans D d’un ensemble fini de points rationnels,
mel(X nD,x) est dans REF et, d’apres 4.4, motivique, réalisation de w°*(X n D, z)
dans MT (k). L’algebre affine de 71°®( X, x) est une sous-algebre de celle de 7}**(X n D, z),
donc est également motivique, dans MT' (k). En général, pour k' assez grand (i.e., dans
un C(ky/k) convenable), X n D deviendra apres extension du corps de base de k a k' le
complément d’un ensemble de points rationnels sur k’, et la construction ci-dessus nous
fournit 7{"°%( X/, x) dans MT(k’), fonctoriel en k', i.e. 7*°%(X, x) dans MAT (k).

Soit y € X (k), distinct de . Prouvons que P;?jl est motivique. Soit D la droite de
P™ passant par x et y. Comme précédemment, on se ramene a supposer que X nD est le
complément, dans D, d’un ensemble fini de points rationnels. Le R T¢-schéma Pé’ej,‘l(X nD)

est alors la réalisation de P."9"(X nD) dans MT(k). On obtient P;%2*(X) en poussant le
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m1(Dn X, x)-torseur P"o"(D nX) par
m(DnX,z) — m (X, z).

Pour y, z € X(k), P,"¢" est déduit des 71" (X, x)-torseurs Py"o* et PIo".

Preuve de 4.13 (cas général). La variété X, étant unirationnelle, est dominée par un
ouvert U de P". Fixons z € U(k). Pour o un plongement complexe de k, le morphisme
m(U(C),z) — m(X(C),z) a une image d’indice fini. Le morphisme induit sur les en-
veloppes algébriques unipotentes est donc surjectif, et I'algebre affine de 7i¥ (X, ) est
motivique en tant que sous-algeébre de I’algebre affine de 7i°®!(X, x), que nous savons déja
étre motivique. Le cas des P, , se traite ensuite comme plus haut, en utilisant que deux

points de X peuvent étre connectés par une chaine de courbes rationnelles.

Remarque 4.14. Utilisant 4.4, on pourrait aussi dans 4.13 prendre pour x et y des

points-base a I'infini, au sens de Deligne (1989) §15.

Proposition 4.15. Supposons que X soit une compactification normale de la variété uni-
rationnelle X, et soient x,y € X. Si les composantes irréductibles de codimension un dans

X deY := X — X sont absolument irréductibles, alors P;f‘;’t est un MT(k)-schéma.

Preuve. Supposons d’abord que z = y. Pour que 71 (X, x) soit un MT(k)-schéma il suffit
que Lie 7 (X, z) soit dans MT(k). D’apres 2.18, il suffit méme que son gradué par le poids
le soit. Ce gradué étant engendré par Hq(X), purement de poids —2, il suffit que I'action

de Gal(k/k) sur wH;(X) soit triviale. Ce groupe est
0" (Xp) /K" ®Q

et ses éléments sont déterminés par leurs valuations le long des composantes irréductibles
de codimension un de Y7. Si le groupe Gal(k/k) ne les permute pas, il agit donc trivialement

sur O*(Xz)/k* ® Q.
Le cas général résulte du
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Lemme 4.16. Si un MAT(k)-schéma P est un torseur sous un MT(k)-schéma en groupes

unipotent G, il est lui-méme un MT(k)-schéma.

Preuve. Le groupe G étant unipotent, si on le fait agir sur son algebre affine A par trans-
lations a droite, celle-ci admet une filtrations exhaustive Fil par des sous-motifs stables
sous G, et tels que G agisse trivialement sur le gradué associé. L’algebre affine Ap de P,
déduite de A en poussant par le G-torseur P, admet donc une filtration, encore notée Fil,

telle que Gril(A4) == Gr¥!(Ap). Il reste & appliquer 2.18.

Proposition 4.17. Soit S un ensemble fini de places finies de k et supposons que la
variété unirationnelle X est la fibre générale du complément X o, dans Xo propre et lisse
sur Spec(Og), d’un diviseur a croisements normauz relatif, réunion de diviseurs lisses,
chacun de fibre générale absolument irréductible. Si x et y dans X (k) proviennent de x ¢,

Yo dans Xo(0Os), alors Py est dans MT(Og).

Preuve. Pour tout nombre premier ¢, 'hypothese assure que la réalisation f-adique de

P;lgt est non ramifiée en dehors de S et des places au-dessus de /¢, et on applique 1.8.
4.18 Remarque. Un énoncé analogue vaut pour x ou y a U'infini.

4.19. Soit X une variété lisse unirationnelle sur un corps de nombres k. Le théoreme
4.13 permet de définir la catégorie MAT(X/k) des systémes locaux unipotents de motifs
d’Artin-Tate mixte sur X. On choisit € X (k) et on définit un objet M de MAT(X/k)
comme étant la donnée de M, dans MAT(k) muni d’une action de m1(X, z). Il y a lieu de
voir M, comme étant la fibre de M en z. Le choix de z n’importe pas: pour y dans X (k),
on définit M, comme étant le tordu de M, par le 71 (X, z)-torseur P, ;. Il reviendrait au
méme de définir MAT(X/k) comme la catégorie des représentations, dans MAT(k), du
groupoide des P, , pour z,y € X (k). On pourrait aussi prendre des points base a I'infini.

Puisque Lie 7 (X, x) est en poids < 0, 71 (X, x) agit trivialement sur Gr'V' (M,,) et, pour
z et y deux points base de X, Gr'V'(M,) et Gr'V(M,) sont canoniquement isomorphes.
Le foncteur fibre w(M) := w(M,) est donc indépendant de z. On définit la sous-catégorie
MT(X) de MAT(X/k) par la condition “M, est dans MT(k)”. Le choix de = n’importe
pas (2.18).
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4.20. Soit ¢ un plongement de k dans une cloture algébrique C' de R. Pour M dans
MAT(X/k), (M), est une structure de Hodge-Tate mixte, munie d’une action de Hodge
mixte de 71 (X, x),. D’aprés Hain and Zucker (1987) (5.21), ces données définissent une
variation admissible M, de structures de Hodge mixtes sur X (C').

Le torseur (P, ;), tord (M,), en (M,), et la variation M, ne dépend donc pas du
choix de z.

De méme, M définit un Qy-faisceau lisse sur X.

4.21. Réciproquement, supposons donné sur X un systeme de réalisations M, candidat
a étre la réalisation d’un systeme local unipotent de motifs de Tate mixte, de gradué par
le poids constant. Alors, si en un point x de X ce systeme est motivique, il est lui-méme
motivique. En effet, dans les diverses réalisations, il définit une représentation de 71 (X, ).
Appliquant 2.14, on obtient une représentation de 7i"°*(X,z) sur le motif de réalisation

M, et cette représentation définit le systeme local voulu.

4.22. Si K est le corps des fonctions rationnelles sur X, il est raisonnable de définir MT(K)
comme la limite inductive des catégories MT(U), pour U un ouvert non vide de plus en
plus petit de X. La relation entre cette catégorie et la catégorie dérivée motivique DM (K)
de Voevodsky n’est pas claire. Faute de disposer de la conjecture d’annulation de Beilinson
Soulé pour K, on ne sait pas extraire de DM(K) une catégorie abélienne de motifs de Tate
mixte sur K. Pour X rationnelle de dimension un, la conjecture d’annulation est vraie, mais
nous n’avons pas prouvé l’équivalence des deux constructions. Pour la catégorie MT(K)

définie ici, on a
Ext'(Q(0),Q(1)) = K* @ Q et
Ext!(Q(0),Q(n)) = Kopn_1(k) pour n >2

(une extension de Q(0) par Q(n) n’a pas de modules si n >2).

4.23 Remarque. Soit Q une cléture algébrique de Q et définissons MT(Q) comme la
limite inductive des MT(F'), pour F une extension finie de Q dans Q. Goncharov (1994)

conjecture que, dans cette limite, les Py,x(IP’1 —S) engendrent tous les motifs de Tate mixte.
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En d’autres termes: que tout motif de Tate mixte sur Q est un sous-quotient d’un produit
tensoriel de sous-motifs d’algebres affines O(P, (P! —5)) et de duaux de tels sous-motifs.
Les remarques suivantes montrent qu’il est en tout cas difficile de sortir de la sous-

catégorie tannakienne T de MT(Q) engendrée par les P, . (P! — S).

(a) Pour X lisse unirationnelle, les P, ,(X) sont dans T. Cela résulte de la preuve de 4.13.

(b) Si M est un systéme local unipotent de motifs de Tate mixte sur X lisse unirationnelle,
et si en un point M est dans T, alors M est en chaque point dans 7. En effet, M, est tordu
de M, par P, ;. Il se plonge donc dans M, ® O(P, ), et est dans T puisque M, et O(P, )

le sont.
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5. Le groupe fondamental motivique du complément, dans P!, de 0, oo, et yy.

5.1. Soient N un entier > 1, k engendré sur Q par une racine primitive N*™¢ de 1'unité
et O 'anneau de ses entiers. Il est commode de ne pas supposer que k soit le sous-corps
Q(exp(27mi/N)) de C. Soit I le sous-espace vectoriel de (O[1/N])*®@Q engendré par les 1 —(
pour ¢ une racine N*™¢ de I'unité autre que 1. Pour N puissance d’un nombre premier,
il coincide avec O[1/N]* ® Q. Pour N quelconque, il est somme directe de O* ® Q et du
sous-espace vectoriel engendré par les diviseurs premiers de N. Le groupe fondamental
(2.7) de MT(O[1/N]) := MT(k)o[1/n]=eq (resp. de sa sous-catégorie MT(k)r) sera noté
G(OD/ND (resp. G). L’action de ce groupe sur Q(1) définit un morphisme dans G,,, dont
le noyau 2.8 (b) sera noté USOI/ND (resp. U).

Soit X le complément dans la droite projective P! sur k de 0, co et du groupe pn des
racines N™e de I'unité. Le groupe diédral Z/2 x iy agit sur X: le générateur de Z/2 agit
par u — u"!, et £ € puy agit par u — &u. Pour N = 1,2 ou 4, le groupe des projectivités
transformant X en lui-méme est plus grand. Pour N = 1, il s’identifie au groupe des
permutations de {0,1,00}. Pour N = 2, (0,00,1, —1) est un quaterne harmonique, et on
obtient le groupe des automorphismes d’un carré de sommets consécutifs 0, 1, co, —1. Pour
N =4, les points 0, 1, 7, —1, —i, co forment sur la sphére de Riemann les sommets d’un

octaedre, et on obtient le groupe des déplacements de cet octaedre.

5.2. Si x et y sont deux points-base (4.3) de X, I'espace de chemins motivique P, , est
un MT(k)-schéma affine (4.4). La réalisation w de Py , est indépendante de x et y. C’est
un Q-schéma en groupe pro-unipotent, et la composition des chemins est la loi de groupe.
Autre facon de dire: en réalisation w, il y a un chemin canonique de z & y, et le composé
des chemins canoniques de z a y et de y a z est le chemin canonique de x a z. Bien sir,
cette trivialisation du w(m (X, z))-torseur w(P, ;) n’est en général pas motivique, i.e. ne
provient pas d’une trivialisation du 7 (X, x)-torseur P, ,. L’action sur w(P, ;) du groupe

des automorphismes du foncteur fibre w dépend de x et y.

5.3. Pour z dans P} — {oo} et A\ dans k nous noterons A, le vecteur tangent en z

de coordonnée du(A,) = A. Nous noterons Ao, le vecteur tangent en oo de coordonnée
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du=t (M) = A

Nous prendrons comme points-base les A, pour z = 0, co ou dans px et A une racine
de I'unité dans k. Ce systeme de points-base est stable sous 'action du groupe diédral
Z/2 % p . Une application de 1.8 montre comme en 4.17, 4.18 que les P, , correspondants
sont non ramifiés en dehors de I’ensemble des places de k au-dessus d’un nombre premier
divisant N: ce sont des MT(O[1/N])-schémas. Nous verrons en 5.11 que ce sont méme des
MT (k)p-schémas.

Nous décrivons en 5.4 des structures sur le systeme des P, .. Pour toutes ces structures,
il suffit pour les construire de les construire dans R¥+¢, ce qui est fait dans Deligne (1989),

et d’appliquer 2.14.

5.4. Soient T' une droite (schéma vectoriel de dimension un) et 7% = T — {0}. Le m
motivique de 7™ est abélien, indépendant du point-base. C’est Q(1). Plus précisément,
c’est le schéma motivique vectoriel Q(1) (2.6). Pour = € T*(k), application A — Az est
un isomorphisme de la droite standard A avec T'. Pour y € T*(k), il induit un isomorphisme
de Q(1)-torseurs de P/, 1(A*) avec P, .(T*). Le Q(1)-torseur P 1(A*) est le torseur de
Kummer K(t), et la composition des chemins fournit un isomorphisme de torseurs K (tu) =
K(t)+ K(u).

En particulier, si o € k* est une racine n®™¢ de 'unité, elle fournit une trivialisation
de nK(«) et, puisque la multiplication par n est un automorphisme de Q(1), par division,
une trivialisation de K (o). Pour x € T*(k) et a une racine de I'unité, le Q(1)-torseur Py 4
est ainsi trivialisé: on dispose d’un chemin motivique de = a ax.

Prenons pour T Iespace tangent & P! en 0, co ou en ¢ € uy. Le groupoide des
P, .(T*), pour z,y € T*(k), s’envoie dans le groupoide des P, ,(X). Pour z € T*(k), ceci

définit la monodromie locale
(5.4.1) Q1) = Py o(T7) — Pru(X).

Pour a une racine de 'unité, la trivialité du torseur P,; ,(T*) = K(a) fournit un chemin

motivique de = a ar dans X: une trivialisation du 71 (X, z)-torseur P, . (X).
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Pour le systeme de points base A, de 5.3, Py, ,, ne dépend donc que de x et y,
et on écrira simplement P, , pour Py, ., . La composition des chemins fait de ces P, .

(z,y € {0,00} Upn) un groupoide.

5.5. Nous aurons a considérer des structures déduites de 5.4, sur Q(1) et les P, ,. Pour
qu’il n’y ait pas pas d’ambiguité sur ce que “automorphisme” veut dire, il nous faut préciser
les especes de structures. Elles seront du type suivant, ayant un sens dans toute catégorie
tannakienne T, et supposent la donnée d’un ensemble F et d’un groupe A agissant sur E:

la donnée d’'un objet L de rang un, de T-schémas 7, , (z,y € E) et de

(A) lois de composition 7, , X Ty, — 7, 5, faisant des m, , un groupoide;

(B) pour chaque x, un morphisme de groupes de L (plutot du schéma vectoriel L (2.6))

dans 7 ,;

(C) une A-équivariance.

Deux cas nous importent:

(5.5.1) une structure (A) (B) (C) pour £ = {0,00}upuy et pour A le groupe diédral
72 x pun agissant comme en 5.1;

(5.5.2) une structure (A) (B) (C) pour E = {0} upun et pour A le groupe py agissant
comme en 5.1.

La donnée d’un groupoide comme en (5.5.2)(A) équivaut a celle des groupes 7, , et
des seuls ¢ 0 (¢ € pn), munis d’actions a gauche de 7¢ ¢ et a droite de 7y ¢ qui en font
un bitorseur: on récupere m ¢ comme étant le bitorseur inverse de ¢ o, et m, ¢ comme
étant le composé m, gmp.¢. On pourrait donner seulement 7 ¢ et les mg o-torseurs m¢ o, et
récupérer m¢ . comme étant le tordu de mg o par le mg g-torseur m¢ o pour I'action intérieure
de 7,0 sur lui-méme. Le groupe uy agit sur m o et la donnée du systeme équivariant des
>-¢ = (¢, bitorseur 7¢ o, L — ¢ ¢) équivaut a la donnée du seul ;. La donnée d'une

structure (5.5.2) équivaut donc a celle de la struture du type suivant qui s’en déduit:

(5.5.3) la donnée d’un objet L de rang un, de J-schémas 7, , pour z,y € {0,1}, de (A)

(B) comme ci-dessus, et de
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(C') une action de py sur mp o qui fixe le morphisme L — g .

Variante: donner seulement L, le groupe 7 o, le mg o-torseur 7 o et définir 7 ; par torsion
pour donner un sens a (B).

D’une structure (5.5.%) on en déduit d’autres par passages au quotient. La donnée d’un
quotient 7 du groupoide 7 des m, , équivaut a celle du quotient 7o du groupe mgo: les
To,0-torseurs 7, o, qui suffisent a décrire 7, sont déduits des mg o-torseurs 7, ¢ en poussant
par mg o — To,0. La structure (B) passe au quotient. Si le passage au quotient est par
un sous-groupe de la série centrale descendante — plus généralement par des sous-groupes
caractéristiques — 1’équivariance (C) passe au quotient. Cas particulier: 2P, obtenu par

passage au quotient par le sous-groupe des commutateurs.

5.6. Un foncteur fibre F' de T dans les espaces vectoriels sur un corps C transforme une
structure s d’espece (5.5.%) dans T en une structure analogue sur C, “T-schéma” devenant
“schéma affine sur C”. Pour toute C-algebre R, on en déduit une structure F(s)p sur
Spec(R) et le groupe des automorphismes de F'(s)g est fonctoriel en R. Dans les cas que
nous aurons a considérer, le foncteur R — Aut(F(s))r sera représentable, représenté par
un schéma en groupes affine Aut(F(s)) sur C. Sa formation est compatible aux extensions
de scalaires C'/C, et Aut(F(s)) est donc, fonctoriellement en F, I'image par F d’un J-
schéma en groupes F'(s), qu’on notera Aut(s). Si on note par un indice F' 'image par F,

on a donc
(5.6.1) Aut(sp) = Aut(s)p.

Le groupe fondamental G (T) de T agit sur tout objet de T, et respecte toute structure
définie par des morphismes entre produits tensoriels. Pour s une structure d’espece (5.5.%),

I'action de G (T) sur L et les m, , se factorise donc par Aut(s), définissant
(5.6.2) G(T) — Aut(s).

5.7. Sur Q(1) et le systeme des MT(O[1/N])-schémas P, , de 5.4 (in fine), on dispose de

la structure d’espece (5.5.1) suivante:
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(5.7.1) (A) composition des chemins (B) monodromies locales (5.4.1) (C) équivariance
déduite de 'action du groupe diédral sur X.

On notera (5.7.2) et (5.7.3) les structures d’espece (5.5.2) et (5.5.3) déduites de (5.7.1).
On notera avec /3" celles qui s’en déduisent par passage au quotient par un sous-groupe
de la série centrale descendante (cf. 5.5), et avec ... en indice celles qui s’en déduisent par
application du foncteur fibre ... .

Soit L l'algebre de Lie engendrée par des générateurs e,, = € {0,00} Upuy, soumis a
la seule relation que e, = 0. On la gradue en donnant aux e, le degré un. Elle est libre-
ment engendrée par les e, x # oo. Soit [] le groupe pro-unipotent lim exp(L/degré >n)
(notation de A4). L’algébre de Lie de [] est le complété £ := ] Ly, de L.

D’apres 5.2, (5.7.1),, est la structure d’espece (5.5.1) suivantne sur Q = w(Q(1)) et une
famille de copies [], , de [[ = w(Py2):

(A) la loi de groupe de [];

(B) le morphisme du groupe additif G, (= le schéma vectoriel Q) dans || qui induit 1 — e,
sur les algebres de Lie;

(C) Téquivariance évidente: o dans le groupe diédral envoie [[, . =[] dans [],, ., = I
par le morphisme de groupes [o] de [] dans [] induisant e, — e,, sur l’algebre de Lie £"
de ]

Puisque w est a valeurs dans les espaces vectoriels gradués, w(Q(1)) = Q et les algebres
affines des w(P, ;) = ] sont graduées; Q est de degré un, et la graduation des algebres

affines est déduite de la graduation de L.

5.8. Les w(P;4)/3" de (5.7.1),/3™ = ((5.7.1)/3™)., sont des groupes algébriques unipo-
tents. C’est clair sur 5.7. On en déduit la méme assertion pour tout foncteur fibre F' sur
MT(O(1/N)). Le groupe des automorphismes du groupe algébrique F(P, ;)/3" coincide
donc avec celui de son algebre de Lie et est un sous-groupe algébrique de GL(Lie(F'(Py 5)/3™)).
On en déduit par des arguments standard que Aut((5.7.x)r/3™) de 5.6 est défini, puis
que Aut((5.7.%)p) lest: c’est le schéma en groupe affine limite projective des groupes

algébriques affines Aut((5.7.%x)p/3™). Comme expliqué en 5.6, il provient d'un MT(Og)-
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schéma en groupes Aut((5.7.%)) et on dispose d’'un morphisme (5.6.2)
(5.8.1) GOWND . Aut(5.7.%).

Un automorphisme de (5.7.1)p, étant équivariant, est déterminé par sa restriction a
(5.7.2)p, et (5.7.2) p et (5.7.3) p ont méme groupe d’automorphismes, car se déduisent 1'une

de 'autre. De la, une inclusion comme sous-groupe fermé et un isomorphisme
(5.8.2) Aut(5.7.1) — Aut(5.7.2) = Aut(5.7.3).

L’action de ces groupes sur Q(1) définit un morphisme dans G,,. En réalisation w, la
graduation de w en définit une section, d’oti une décomposition en produit semi-direct des
Aut((5.7.%),), compatible aux morphismes (5.8.2). Comparant a 2.1, on vérifie que (5.8.1)
est de méme compatible & la décomposition en produit semi-direct (2.1.2) de Gfdo[l/ N,

Posons H := Aut(5.72) = Aut(5.7.3) et notons V' le noyau du morphisme ci-dessus
de H dans Gy,. La structure (5.7.3), est sur Q et des copies [], , de [], indexées par

x,y € {0,1}, sur lesquelles H, := w(H) et en particulier V, := w(V) agit.

Proposition 5.9. Notons 1, , [’élément neutre de la copie Hy . de T]. Awvec les notations

de 5.8, le morphisme v — v(11 ) est un isomorphisme de schémas de V,, avec HLO.

Preuve. Soient v dans V,, et a := v(11,0). Puisque V,, agit trivialement sur Q = w(Q(1))

et respecte les monodromies locales, on a pour z =0, 1

(5.9.1) v(ez) = e, dans l'algebre de Lie LY de H .

Transformant par v I'identité

(exp(el) dans Ho,o) =101 - (exp(el) dans H1’1> 11,0,

et que 1p ; est I'inverse de 1, o dans le groupoide des Hx’y, on obtient

v(exp(er) dans []g ) = a"'exp(e;)a,
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qui équivaut a

(5.9.2) v(er dans Lie[] ;) = adg-1(e1).
Par équivariance, (5.11.2) implique que pour ¢ € uy,

(5.9.3) v(e¢ dans Lie[]g o) = adj¢)q-1(e¢)-

Pour a dans [], notons (a), 'automorphisme de [ induisant sur 1’algebre de Lie L"

'automorphisme, encore noté (a):
(5.9.4) (a)y:eo—eo, ecr— adp).—1(ec).
Notons (a), , 'automorphisme du schéma []

(5.9.5) (@) 09— a-{a)y(g)

Les formules (5.9.1) et (5.9.3) montrent que v agit par (a), sur [] ;. Sur le []; -torseur
[1,,0: v agit par (a), o transformer par v I'identité (g dans [, ;) = 110 (¢ dans [];,)-
Réciproquement, quelque soit a dans [], ces formules définissent un automorphisme

(a) de (5.7.3),.

Remarques 5.10 (i). L’isomorphisme de schémas de V,, avec [] construit en 5.9 trans-
forme élément neutre en élément neutre mais n’est pas compatible aux structures de
groupes. Il respecte les graduation des algebres affines, i.e. les actions correspondantes
de G, sur V,, et [[. L’action sur V,, étant par automorphismes intérieurs dans H,,, et 11 o

étant fixe, on a en effet pour u dans G,,
uvut — uvut(11,0) = u(v(ly ).

(ii) L’analogue de 5.9 est encore vrai, avec la méme preuve, pour (5.7.3),,/3": si V(") est
Ker(Aut((5.7.3),/3") — Gy), v — v(11,0) est un isomorphisme de VA avec (IT/3™) com-
patible aux graduations. Il induit un isomorphisme entre les espaces tangents a l’origine: un

isomorphisme d’espaces vectoriels gradués de ’algebre de Lie de V™ avee L /(degré >n).
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Les degrés étant > 0, le groupe VUE’” est unipotent, et la limite V,, des V(,S”) pro-unipotente.
En chaque degré a le systeme projectif des Lie(VUSn))“ est stationnaire. Ceci permet comme
en (A.14) de définir 'algebre de Lie graduée Lieg, (V,,) de V,, comme étant la somme des
lim Lie(Vén))a. On a LieV,, = [] Lieg (V,,)* et 'isomorphisme de schémas de V,, avec []

induit un isomorphisme d’espace vectoriels gradués de Lieg, (V) avec L.

Proposition 5.11. Les MT(O(1/N))-schémas P, , de 5.4 (in fine) sont des MT(k)r-

schémas.

En d’autres termes, 'action de G&OWND

[ {on/N)

sur w(P,;) se factorise par G, ou, ce qui
revient au méme, celle de se factorise par U,. Ces actions préservent les struc-
tures motiviques (5.7.1),. Par équivariance et composition des chemins, il suffit donc de

considérer I'action sur P g.
Lemme 5.12. Le torseur P sous Pij = m°(X,0) = H1(X) est dans MT(k)p.

Preuve. Les inclusions de X dans les P* — {oo, 2} pour z = 0 ou z € py induisent un
isomorphisme de H;(X) avec la somme des H; correspondant: une somme de copies de
Q(1), et Pfy est la somme des Q(1)-torseurs déduits de P} en poussant par Hy(X) —
HY(P!— {00, 2}) = Q(1). Le torseur obtenu est celui des chemins, dans P! — {00, 2z}, de 0 &
1 (remplacés par A\g ou A; si z = 0 ou 1). Il s’identifie & celui des chemins, dans P* —{0, oo},
de —z a1 — z. Pour z = 0 ou 1, ces torseurs sont triviaux Si z # 0, 1, c’est le torseur de
Kummer K((1—2)/(—=%)), isomorphe & K (1 — z). Puisque 1 —z est dans I, les K(1 —z) et
donc Pﬁ% sont dans MT(k)r. Par équivariance et composition des chemins, tous les P;};

sont en fait dans MT(k)p.

[L/ND dans V,, se

Preuve de 5.11. 1l nous faut vérifier que le morphisme (5.8.3) de Us?
factorise par U,. Il suffit de le vérifier sur les algebres de Lie graduées, qu’on notera ici
u(O[1/N]), u et v. Puisque ul®/N et u sont des algebres de Lie libres, ayant les mémes
générateurs sauf en degré un, il suffit méme de vérifier qu’en degré un u(O0/ND1 s pl e

factorise par ul.

D’apres 5.10 (ii), le quotient de V, d’algebre de Lie v! agit fidelement sur (5.7.3)2P.
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Puisque (5.7.3)2 est dans MT(k)r, I’action de GO gy (5.7.3)2P se factorise par G,
et 5.11 en résulte.
Notons, pour usage ultérieur, que 5.11 implique que V' est dans MT (k)r, et que I'action

de G sur (5.7.3) induit des morphismes
(5.12.1) GoH e U=V.
En réalisation w, on a un morphisme compatible au produit semi-direct

(5.12.2) .G, =G, xU, - H,=G,,xV, .

5.13. Comme expliqué en A.9, ’algebre enveloppante complétée de L7 est Q < e, (e¢)ceun >
C’est le dual de l'algebre affine de ], J] est le sous-schéma des éléments groupaux du
schéma pro-vectoriel Q < e, (e¢) >, et sa loi de groupe est induite par la multiplication
dans Q < eg,(e¢c) >. Si P un [[-torseur, P est de méme le sous-schéma des éléments
groupaux du schéma provectoriel O(P)". Ce dernier est un Q < e, (e¢) >-module a
droite, et I’action de ] sur P est induite par la structure de Q < eg, (e¢) >-module a
droite de O(P)".

Pour chaque copie [], , de ][, notons (Q < e, (e¢) >), , une copie correspondante

Y,z
du dual Q < e, (€¢) > de son algebre affine. Tout automorphisme de (groupe [ o, [ o-
torseur HI,O) est donc induit par Dautomorphisme correspondant de (algebre

(Q < eo, (e¢) >)o0,0, module & droite Q < eg, (e¢) >1,0):

[To.0 , torseur [ ,
N N

Q<K ey, (eg) >0.0 , module (Q < ey, (eg) >>)170 .

Pour a dans [, et (a) 1élément correspondant de V,, (5.9), action de (a) sur [] , est

induite par

(5.13.1) (a)o: Q < ep, (e¢) > — Q < e, (e¢) >: eo — ([¢la)  ec([¢]a)
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(cf. 5.9.4), tandis que I'action de (a) sur []; ; est induite par I’automorphisme (a),-semi-

linéaire (a), , du Q < ep, (e¢) >-module a droite Q < eo, (e¢) > qui envoie 1 sur a:
(5.13.2) (@) o1 x> a.(a), (z) (cf. 5.9.5).

Si on transporte par 5.9 a la copie HI,O de [] la loi de groupe de V,,, on obtient une
nouvelle loi de groupe o sur le schéma []. Elle est caractérisée par (a 0b), ; = (a); o (b), o-

Cest
(5.13.3) aob=a-(a), (b)

car aob = (aob), 4(1) =(a), 4 (b) =a-(a),(b).

Prenant ’espace tangent a l’origine, on déduit de 5.9 un isomorphisme de pro-espace
vectoriel de LieV,, avec L. Transportons par cet isomorphisme les actions de Lie V,, sur
[1o,0, sur Lt = Lie(T]y ), sur (Q < eo,(€c) >)o,0, sur [[; , et sur le module (Q <
eo, (e¢) >)1,0, ainsi que le crochet de Lie de Lie(V,,). Le nouveau crochet de Lie obtenu
sur L est appelé le crochet de Thara { , }. Dérivant (5.9.4), on voit que 'action de a dans

(L {, Psur L" = Lie(Ty ) (resp. sur l'algebre (Q < eg, (e¢) >)o,0 est la dérivation
(5.13.4) Oa: €0 — 0,ec — [=[¢](a), ec].

Dérivant (5.13.2), on voit que 'action sur le module & droite (Q < eq, (e¢) >)1,0 est
(5.13.5) x — ax + 0,7,

la somme de 9, et de la multiplication a gauche par a, qu’on notera ci-dessous fi.
L’action (5.13.5) de {a,b} est le crochet des actions (5.13.5) de a et b. Elle envoie 1

sur {a,b} et on a donc
(5.13.6) {a,b} = [a,b] + 04(b) — Op(a)

car [pta + Oa, io + O] (1) = [ptas ) (1) + Bapin(1) — Oppia(1) = [a, b] + 0a(b) — Op(a).
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5.14 Remarques. (i) Il est clair sur (5.12.4) que 9., = 0. Puisque le centralisateur de e;

dans (L, [, ]) est réduit aux multiples de e, (4.7), le noyau de a — 8, est réduit & Qe;.

(ii) L’élément ey de (L",{, }) est central:

{a,b} =[a,e1] + Du(e1) — 01(a) = [a,e1] — [a,e1] —0 = 0.

5.15 Remarque. On prendra garde que l'application exponentielle de Lie V,, dans V,,,
identifiée par 5.9 a une application de £" dans [], n’est pas I'application exponentielle
de £" dans []- Il résulte de 5.13.5 que, si p, est la multiplication & gauche par a, c’est

ar— > (pq + 0,)™/n! appliqué & 1. Premiers termes:
a+ (a® +0,(a))/2 + (a® +2a - 0y(a) + Ou(a) - a+ 02(a)) /6 + - -

5.16. Fixons un plongement o de k dans C, i.e. un isomorphisme de py (k) avec pn(C).
Le droit chemin du point base 19 de C* — uy vers le point base (—1); va par segments
de droite successifs (a) dans l’espace tangent en 0, de 1 a ¢ > 0; (b) de ¢ & 1 — ¢ dans
C* —un; (c) de —e & —1 dans 'espace tangent & un. Ce droit chemin a une image dch dans

(P(~1);,10)o- Via l'isomorphisme de comparaison comp,.,,, il correspond a un élément de
deh(0) € (P1),,10)0 © C = [ J(C) © C < eq, (e¢)cepntr) > -
Les coefficients de dch(c) sont donnés par

(5.16.1)  coefficient de e, ...e;, =

n

dz dz
z—o(x1) z—o(zn)

Si xz, = 0 ousi z; = 1, I'intégrale diverge et doit étre régularisée: remplacer les limites

= intégrale itérée de 0 a 1 de

d’intégration 0 et 1 par € et 1 — n; I'intégrale itérée convergente obtenue a pour comporte-

ment asymptotique pour €,7 — 0

Intégrale itérée = polynome (log ¢, log n)
+O(sup(e|log e[, | log 1| 7))
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pour A and B convenables, et on prend le terme constant du polynome.
Les valeurs multizéta et leur analogue cyclotomique apparaissent quand dans (5.16.1)
on développe dz/z — ( en série géométrique:

dz —(t dz_
z2—C 1-¢ 12 z Z

n>1

Proposition 5.17. (i) Pour(y,...,(n dans un(k) et des entiers sy,...,8m>1, sisy # 1,
le coefficient de e ‘e, ...efm tec, dans dch(o) est

O‘( 1%2—7%1 na— n2 C nm)

Sm

nit...ngg

(5.17.1) G

Nn1>... >Ny >0
(ii) dch(o) est caractérisé par les propriétés d’étre un élément groupal (terme constant 1,

et Adch(o) = dch(o) ® dch(o)) ayant les coefficients (5.17.1) et dont les coefficients de eg

et e1 sont nuls.

Notons 7 l'application de G,, dans H, définie par les graduations (cf. 5.8) et (g)
I'élément de V,,(C) correspondant par 5.9 a g € [[(C).

Proposition 5.18. L’élément (dch(o)) 7(27i) de H,,(C) transforme les Q-formes (Py0)w
et (P1o)w de (Po,0)w ®C et (P10)w ® C en les Q-formes (Pyo)s et (P10)o-

Preuve. Les éléments de 71 (X (C), 1) ont dans [[(C) une image rationnelle pour la Q-
forme (Pp)o. Ce 71 contient la monodromie locale en 0 et le chemin allant droit pres de
1, tournant autour de 1, et revenant. Images: exp(2mieg) et dch(o)~! exp(27ie;)dch(o).
Ce sont les images de exp(eg) et exp(e1) par (dch(o)) 7(27i). La Q-forme (Pp o), est pn-
équivariante. Les images des exp(e¢) par (dch(o)) 7(27i) sont donc elles aussi rationnelles.
La pro-algebre de Lie L est I'unique Q-forme de L(g pour laquelle les eg et e sont ra-
tionnels, et [ [ est donc I'unique Q-forme du groupe [ [ pour laquelle exp(eg) et les exp(e¢)
sont rationnels. Transportant par (dch(c)) 7(27i), on obtient I’assertion pour (Py ).
Montrons que la Q-forme (P ), de (P1,0), ® C est 'image de la Q-forme (P 0).
par (dch(o)) 7(27i). Ces deux Q-formes sont des (P o),-torseurs. Il suffit donc de montrer
qu’elles admettent un point rationnel commun. L’image dch(o) de 1 par (dch(o)) 7(27i)

est en effet dans (P;,0),(Q) car image du droit chemin de 19 a (—1);.
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5.19. Notons encore a, un élément de G, image d'un élément a, € G, (MT(k)) de 2.12,
et 1(ay) son image par 5.12.2 dans H,,. De méme pour a2 (2.12.2). L’élément ¢(a, ) lui-aussi
transforme les Q-formes w de (Ppp)w ® C et (P1,0)w @ C en les Q-formes o. Il existe donc

v, € H,(Q) tel que
(5.19.1) (dch(o)) 7(27i) = t(ae)vo-

Si comme en (2.12.2) on a choisit a, de la forme a27(27i) avec al € U, (C), tant
(dch(o)) 7(27i) que t(ay) ont la méme projection 27i dans le quotient G,,, de H,, v, est

dans V,,(Q) et on peut récrire (5.19.1) sous les formes

(5.19.2) (dch(o)) = 1(al) - (1(27mi)vyT(2m8) 1)

o

(5.19.3) 7(278)~ (dch(o)) 7(27i) = (7(273) " 1(al) 7 (270) ) v, .

A ces formules correspondent deux facons de voir les relations entre les coefficients
(5.17.1) de dch(o) impliquées par la théorie motivique.

La formule (5.19.2) implique que dch(c) € [[J(C) est contenu dans la sous-variété
algébrique définie sur Q suivante. Soit (U, ) € (][, o) le sous-groupe unipotent image de
U, par (5.10.3). Soit D, I'image de la droite de coordonnée t par t — 7(t)v,7(t) L. Cette
application est définie en t = 0 car L est & degrés > 0. On a t = 0 — élément neutre. Par
(5.19.2), dch(o) est contenu dans I'image par le produit o de «(U,) et D,. Noter que D,
peut dépendre de o, mais ¢(U,,) non.

La formule (5.19.3) suggere de considérer plutot 7(2mi) 1 (dch(a)), de coefficients con-
vergents donnés par la formule (5.17.1), divisée par (27i)2=%. Les autres coefficients sont
déduits de ceux-la par des formules rationnelles. L’élément 7(27i) ~!(dch(o)) € [](C) est
contenue dans la sous-variété définie sur Q ¢(U,, )v,, une classe latérale rationnelle pouvant

dépendre de o du sous-groupe ¢(U,,) de (][], o)

5.20. Supposons que N = 1. On a k = Q; o est unique. Choisissons a? réel (2.12).
Puisque dch(o) est réel, (5.12.2) montre que 7(2mi)v,7(2mi) "1 est réel. Le logarithme de
v, est donc purement en degré pair, 7(t)v,7(t)~! ne dépend que de t? et ceci permet de

poser d(t?) := 7(t)v,7(t) L.
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Regardons [[(C) comme l'espace des éléments groupaux de C < eg, e; >>. L’algebre
de Lie de U,, étant en degré >3, les coefficients de dch(o) et de v, coincident en degré
<2.0na

dch(o) =1 —((2)[eo, 1] + degré >3

et donc, puisque ¢(2) = —(2mi)?/24,
Vg =1+ 2—14[60,61] + degré > 3.

Pour g € 1(U,(C)) et d € D,, d = 7(t)v,7(t)"1, t? est donc 24 fois le coefficient de

epey dans d, égal a celui de ege; dans g o d. Ceci détermine d a partir de g o d et

(Uy,) X Dy — (H,o)

est un plongement fermé: I'image est ’ensemble des = € [ € C < e, e1 > tels que
(5.20.1) z o d (24.coefficient de ege; dans x)~! € 1(U,).

Une variante d’une conjecture de transcendance de Grothendieck affirme que a, est
Zariski-dense (sur Q) dans G,,. Si tel est le cas, toutes les relations algébriques entre les
coefficients de dch, sont données par 5.20.1.

On observera que les équations polynomiales entre les coefficients de dch, déduites de

5.20.1 ont les propriétés suivantes.

(a) Homogénéité: toute équation est somme d’équations isobares, pour le poids. Ceci ex-
prime que ¢(U,,) o D, €V, est stable sous ’action intérieure de G,,, € H,,. En effet, tant
t(Uy) que D, le sont.

(b) Si on ajoute I’équation “r? = 07, plus précisément: “nullité du coefficient de ege;”, on

obtient I'idéal des équations définissant le sous-groupe ¢(U,,) de ([],0).

2

(c) Sion ajoute plutot I’équation “m® = a”, on obtient une classe latérale de ce groupe.

G. Racinet donne dans sa these un systeme d’équations polynomiales vérifiées par les

coefficients de dch(o) et prouve que ce systeme vérifie (a) et la forme affaiblie suivante de

(b) (c): si on ajoute I'’équation “7? = 07, on obtient un sous-groupe de (]],0), et si on

2

ajoute “m* = ”, on obtient une classe latérale de ce sous-groupe.
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5.21. La situation est similaire pour N = 2, ((2) continuant a jouer le méme role que pour
N = 1. Il n’est plus vrai que Lie U, est en degré >3, mais on est sauvé par la compatibilité

entre lescas N =1et N = 2:

U, (MT(Z[1/2])) —— (][] pour N =2,0)

| |

U, (MT(Z)) —— (][] pour N =1,0).

5.22. Pour N >3, k est totalement complexe. Le coefficient de e, dans dch(o) est —log(1—
o(C)) (resp. 0 pour ¢ = 1), et le role précédemment joué par le coefficient —((2) de epeq
est joué par la différence des coefficients de e¢ et de ec-1, pour ¢ € uy autre que £1. Cette
différence est un multiple rationnel de 27, dépendant de o. La courbe D, est encore une

droite, paramétrée par la difference dcoer des coefficients de e¢ et ec—1,

(U,) x Dy — (Ho)

est un plongement fermé, et I'image est 'ensemble des z € [[ € C < e, (€q)acuy > tels

que
(5.22.1) x o (point de D, donné par Seeerr(z)) ™" € t(U,,).

La conjecture de Grothendieck affirme a nouveau que toutes les relations polynomiales
a coefficients rationnels entre les coefficients de dch(o) proviennent de (5.22.1).

Le systeme d’équations polynomiales déduit de (5.22.1) a encore les propriétés (a),
(b), (c) de 5.20, avec “r2” remplacé par “2mi” (plus précisément, par la différence des
coefficients de e¢ et e;-1), et Racinet a obtenu pour tout N des résultats semblables a ceux

mentionnés en 5.20.

5.23. Permettons & nouveau a N d’étre un quelconque entier >1. Puisque dch(o) est
un élément groupal de C < e, (€q)acuy >, le produit de deux coefficients de dch(o)
est combinaison linéaire a coefficients rationnels de coefficients, de sorte que connaitre les
relations linéaires entre les coefficients suffit pour connaitre les relations polynomiales entre

cux.
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Théoreme 5.24. Soit d, la dimension en degré n de l'image de t: LieU,, — LieV,,
(5.12.2). Soit A lalgébre de polynémes graduée engendrée sur Q par d, générateurs de
degré n, et par un générateur additionnel ty en degré 1 (resp. 2 si N =1 ou 2).

Il eziste un homomorphisme ¢, de A dans C, envoyant to sur 2mi (resp. 72 si N = 1
ou 2), tel que les coefficients de monémes de degré d dans dch, soient contenus dans

Yo (partie de degré d de A).

Preuve. On prend simplement pour A 'algebre affine de +(U,) x D,. Elle a la structure
dite d’algebre graduée, la fonction “coefficient d’'un monéme de degré d” est de degré d, et
dch(o) est un point de Spec(A) a valeurs dans C, i.e. un homomorphisme ¢, de A dans

C. Le générateur tg est la coordonnée de D,,, convenablement normalisée.

Corollaire 5.25. Soit D,, la dimension du Q-espace vectoriel engendré par les coefficients
des mondmes de degré n dans dch(c). Le série génératrice »  Dpt™ est terme a terme
magorée par la suivante:
(i) Pour N =1:1/(1—1t>—13).
(i) Pour N =2:1/(1—t—12).
(iii) Pour N >3 ayant v facteurs premiers: 1/ (1 — (@ + 1/) t+ (v — 1)152), ot p est
Uindicateur d’Euler |(Z/NZ)*|.

Preuve. La série majorante est la série génératrice des dimensions des composantes ho-
mogenes de ’algebre graduée de polynome construite comme 1’algebre A de 5.25, mais en
partant de Lie(U,,) plutot que d’'un quotient. En effet, cette série est le produit de ﬁ
(resp 5z si N =1 ou 2) par la série génératrice pour I'algébre enveloppante de Lie(U)8.
Cette derniere est une algebre associative libre. Série génératrice: > f(¢)" = 1/(1 — f(¢)),
avec f(t) = (v—1)t+ 2N /(1 —1) (vesp. f(t) = t3/(1—12)si N =1, ¢/(1—#2) si N = 2).
Le calcul final est laissé au lecteur.

Remarque 5.26. Pour N = 1, nous retrouvons ainsi le résultat de Terasoma (2002).
Terasoma considere un groupe de cohomologie relative, correspondant a un motif de Tate

mixte sur Z qui est sans doute le suivant: dans ’algebre affine de 1Py, prendre la partie

71



de poids < 2n, puis les coinvariants de la monodromie locale en 0 et 1, agissant a droite

(resp. gauche) sur P o. Comme la notre, sa preuve repose sur 1.6.

5.27. La conjonction de (a) toute relation Q-linéaire entre les coefficients de dch(o) est
somme de relations isobares (b) la borne 5.25 est atteinte
équivaut a la conjonction de (c) la conjecture de Grothendieck que a, est Q-Zariski dense
dans U, et (d) Uinjectivité de ¢: U,, — V.

Le premier auteur a vérifié que (d) est vrai pour N = 2,3 ou 4 (non publié). Le second
auteur a montré que (d) est souvent faux. Plus précisément, il résulte de Goncharov (2001)

que (d) est faux pour N premier >11. Déja en degré 2
2 . 1 . 2 . 2
A(Lie(U,)") < (Lie(Uy,))* — (Lie V)

n’est pas injectif: la dimension du noyau coincide avec la dimension de ’espace des formes
modulaires cuspidales de poids 2 sur X (p).

Pour obtenir une estimation raisonnable, il faudrait connaitre la dimension des com-
posantes graduées de l'image de LieU,, dans LieV,,. On ne connait ces dimensions que
pour N = 2,3,4. La question plus intéressante serait de déterminer non seulement ces

dimensions, mais encore I'image elle-méme. On ne sait le faire dans aucun cas.

5.28. Il serait tres intéressant de disposer pour les motifs de Tate mixte de réalisations
cristallines qui, appliquées aux espaces de chemins motiviques, fournissent les réalisations
considérées en Deligne (1989).

Dans le cas de motifs de Tate mixte M sur Z[1/D], on veut, pour chaque nombre

premier p premier a D, un automorphisme dit de Frobenius
Fy: M, @ Q, — M, ® Q,.

Cet automorphisme est I’action d’un élément canonique de G, (Q,), pour
G, = G, (MT(Z[1/D))) .

Sur Q(1), ® Qp, F), est la multiplication par 1/p.
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Pour N =1ou 2, on a k= Q et, pour p premier a N, on disposerait donc de F},~ L de

la forme

Fp_l = SppT(p) € Gw(@p)

et de limage ¢(p,) de ¢, dans V,,(Q,). Plongeons comme d’habitude V,,(Q,) dans
Qp < eg,e1 >, pour N = 1, ou Q, < ep,e1,e_1 >, pour N = 2. Les coefficients de
t(pp) semblent étre des analogues p-adiques des valeurs multizéta (cf Deligne (1989) 3.4).
D’apres 5.20, on s’attend a ce qu’ils vérifient toutes les identités satisfaites par les coeffi-
cients de dch (o), ainsi que “r? = 0” (nullité du coefficient de egeq). Le formalisme cristallin
espéré prouverait en tout cas les identités déduites de (5.20.1), et de “m2? = 0.

Il serait intéressant aussi de disposer pour ces coefficients d’expressions p-adiques
qui rendent claires qu'ils vérifient des identités du type coeff(efl e;)coeff(ef' te;) =
coeff(elteref tey) + coeff(ef terep ) + coeff(ep ™™ 1)ey), qui pour dch(o) expriment

que

1 1 11
2 w2 T ot
Pour N >3, le plus commode est de se rappeler que, méme si les points de py ne sont
définis que sur k, X = A* — pyn est défini sur Q, de sorte que m1(X,0) et P; o(X) sont
de fagon naturelle des MAT(k/Q)-schémas. La réalisation de de Rham de Lie 7 (X, 0) est
une Q-forme LgR de L" ®k: les invariants de Gal(k/Q) agissant sur k et permutant les

ec (¢ € pn). Pour p { N, la théorie cristalline fournit un automorphisme de L]ADR et du

exp(Lpg )-torseur P; o(X)pR.
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6. Profondeur.

6.1. Avec les notations de 5.1, pour tout point base xz, linclusion de X dans A* :=
P! — {0,000} induit un morphisme du groupe fondamental motivique de X dans celui,

Q(1), de A*. On définit la filtration par la profondeur D de 71 (X, x) par

(6.1.1) D (X, z) == m (X, ),
D'1(X,x) := Ker(m (X, ) — w1 (A%, x), et, pour n>1,
D" (X, x) := série centrale descendante de D'm (X, z).
On filtre de méme les algebres de Lie:
(6.1.2) D"Liem (X, z) = Lie D"m (X, z).

Si on pousse le w1 (X, z)-torseur P, , par m; — m1/D", les P, /D" obtenus forment
un groupoide quotient du groupoide des P, ;.

Appliquons A.10, A.11. La filtration par la profondeur induit une filtration de I'algebre
enveloppante complétée U"Lie 71 (X, ) ainsi que de 'algebre affine O(my (X, x)), qui en est
duale. Elle induit aussi une filtration sur les algebres affines des torseurs P, .. L’algebre
affine du quotient 71 (X, z)/D"*! de 71 (X, z) est la sous-algebre de I’algébre affine de

71 (X, x) engendrée par D™"O(m (X, x)). De méme pour les P, ,.

6.2. En réalisation w, algebre de Lie de (X, z) est L" (5.7), le complété de D’algebre
de Lie libre L engendrée par eg et les ec (¢ € pn). La filtration de profondeur est déduite
la graduation par le degré en les ec, appelé le D-degré. Cette graduation est compatible
a la graduation provenant de celle de w pour laquelle ey et les e, sont de degré un et
est un-équivariante. Elle se propage aux algebres enveloppantes, aux algebres affines et
aux algebres affines des torseurs triviaux (P, ;). . L’action correspondante pp de G, pour
laquelle pp () fixe e et transforme e en Ae; sera appellée action “D-degré”.

On prendra garde que les filtrations D sont motiviques et stables par I’automorphisme
u— u~ ! de X, mais que le D-degré est défini seulement en réalisation w et n’est pas stable
par u — u~!. L’automorphisme de £" induit par u — u~! échange eg, qui est homogene

de D-degré 0, et eoc = —€g — ) e¢, qui ne l'est pas.
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6.3. D’apres 5.11, le MT(O[1/N])-schéma en groupe V de 5.8 est déja dans MT(k)p. Il
agit sur Py o et P; 0. On définit la filtration D de Lie V par la condition que DPLie V' soit
maximal tel que l'action de Lie V' sur O(Py ) et O(Fy 1) envoie DPLie V ® DI0(Fp o) dans
DPTIQ(Py o) et DPLieV ® D1O(Py o) dans DPTIO(Py o).

Passons & la réalisation w, ou V,, s’identifie & (][], o) agissant sur les copies Ho,o et

I1: 0 de IT par g — (g)q et {(g); o (5.9 et 5.13).

Proposition 6.4. L’action “D-degré” pp de Gy, sur [] respecte les actions (g), et (9),o
de ([], o) sur []. Elle respecte donc la loi de groupe o sur [] et le crochet { , } de L".

L’action (g), de g € [] sur le groupe [ ] est caractérisée par les propriétés de commuter

Lexp(er)g. Son conjugué

al’action de p sur [], de fixer exp(eg) et d’envoyer exp(e) sur g~
par pp(A) commute encore & puy, fixe exp(eg) et envoie exp(le;) sur
pp(N)(g) " texp(Xe1)pp(N)(g). Cette derniere propriété équivaut & envoyer exp(ep) sur
pp(N)(9) " exp(er)pp(MN)(9): pp(N) conjugue (g), en (pp(A)(g))y- Conjugant (g),,: = —

9(9), () par pp(A), on en déduit que pp(A) transforme (g),, en (pp(A)(9))10-

6.5. Puisque 'action de LieV,, = (£L",{, }) sur O(P1,0)w est fidele, il résulte de 6.4 que
la filtration D de LieV,, coincide avec la filtration D de L déduite de la graduation par
le D-degré de L. En particulier, D°Lie V,, = Lie V,,.

Transportons a V,, laction “D-degré” pp de G,, sur (J],o). Cette action gradue
Lie(V,,), son algebre enveloppante universelle complétée et I’algebre affine O(V,,). Les fil-
trations correspondantes coincident avec celles définie par la filtration D de LieV,, par les
DPLieV,,. Il en résulte que I'isomorphisme de schémas de V,, avec ] induit un isomor-
phisme de V,,/DPV,, avec [[/DP[], les algebres affines des quotients étant dans les deux
cas les sous-algebres engendrées par D~ P des algebres affines (A.10). Plus précisément,
I'action de V,, sur [[,, fait de [[,, un espace principal homogene sous V,,, trivialisé par
119 fixe sous pp, et induit une action principale homogene de V,,/DPV,, sur [[,,/DP.
Indépendamment du foncteur fibre, il reste vrai que 'action de V' sur Py et P o induit
une action de V/DPV sur Py o/DP et P o/DP, et que P; o/DP est un espace principal
homogene sous V/DPV.
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Proposition 6.6. Le morphisme (5.11.2) de U dans V se factorise par D'V .

Le quotient D'V/D?V étant abélien, ce morphisme induit donc
(6.6.1) Ut — D'V/D?V.

Preuve. D’apres 6.5, il suffit de vérifier que U agit trivialement sur P; o/D?!, le Q(1)-
torseur des chemins, dans A*, de 1y & 1. En effet, P, , (A*) est canoniquement isomorphe
a P, x(A%), et, faisant A = p, on voit que Py o/D" est le Q(1)-torseur trivial, sur lequel U

agit trivialement.

6.7. Nous nous proposons de montrer que (6.6.1) est injectif et de calculer son image.
Noter que I’action de U sur U?P, ainsi que 'action de U sur D'V/D?V (déduite de ’action
intérieure de V' sur lui-méme), sont triviales. Les deux membres de (6.6.1) sont donc des
produits de schémas en groupe vectoriels Q(n), et le passage a la réalisation w ne perd
aucune information.

En réalisation w, le noyau D'L de Lib(eg, (e¢)) — Lib(eg): eg — eq, e¢ +— 0, est,
pour le crochet [ ], 'algebre de Lie libre engendrée par les (adeg)™(e¢) (n>0, ¢ € pun),
de D-degré 1. Le quotient D'L/D?L a donc pour base les images des (adeg)™(e¢), ad eg
étant pris au sens du crochet [, |.

Notons €" la composante de poids —2n de D'L/D?L, de base les images des
(ad eg)""!(e¢). Le quotient Grl, (L") est le produit des £". Quand n sera fixé, nous écrirons
simplement & pour ", et E; pour la base des (adeg)™ *(e¢).

Fixons un plongement complexe o de k. L’élément dch(o) de V,,(C) € C < e, (e¢) >
a un coefficient de ey nul (5.17). Il est donc dans D'V, (C). Calculons sa projection dans

D'V, /D?V,,, d’algebre de Lie D'L"/D?L". Pour
T = Z An.c(adeg)" t(ee) + termes de D-degré > 2,
I'exponentielle de = dans V,, = [] est donnée par 5.15. On a

exp(z) =1+ x + termes de D-degré > 2,
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et A\n.c est donc le coefficient de e e, dans z.
D’apres 5.17, la projection de dch(o) dans D'V, /D?V,, est donc l'exponentielle de

I’élément

dch'(0) = Z <Z J(gl_nm>) (adeo)" " (ec)

n,¢ S m
de son algebre de Lie [[€™. Pour n = 1, { = 1, la somme sur m diverge et est a remplacer
par 0.

Identifions U?P et D'V/D?V & leurs algebres de Lie par I’application exponentielle et
projetons sur U2 et D'V/D?V. On obtient qu'’il existe a, dans u?P®C vérifiant

(6.7.1) Image de a, dans (Lie D'V, /D?*V,, = H 8”) ®C
= dch'(0)+ élément de | [(2mi)"€".
Notons J 'image de Lie U, dans Lie V,,. La filtration D de Lie V induit une filtration

D de J. On prendra garde que l'action “D-degré” de G, sur LieV,, n’a aucune raison de

respecter J (et en fait ne respecte pas J).

Théoréme 6.8. (i) Le morphisme (6.6.1) est injectif; il induit donc un isomorphisme

de u*” avec J/D?J.

w
(ii) En réalisation w et en poids —2n, l’image dans € := E™ de w, (u*") est le sous-espace

EC‘EStr des Y xcE¢ vérifiant la relation de parité
(6.8.1) Te-r = (—1)" ta,

et la relation de distribution de poids n — 1 (resp. de distribution trouée sin = 1): si

N = Md avec d>1 et queanl, on a

1

¢4=n
(resp. x1 =0 et (6.8.2) seulement pour n #1 sin=1).
Remarque 6.9 (i). La relation de parité (6.8.1) est la relation (6.8.2) pour d = —1.
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(ii) Le Q-espace vectoriel E1 . est muni de formes lindaires x — z vérifiant les

relations de parité et de distribution de 6.8 (ii), et est universel pour cette propriété. Son

dual D . est muni d'une application uy — @;{im vérifiant les mémes identités, et est
universel pour cette propriété: c’est I’espace dans lequel prend ses valeurs la distribution

de poids n — 1 (resp. trouée si n = 1) de parité (—1)"~! universelle.

6.10 Preuve de 6.8. Pour o un plongement complexe de k, posons
o(¢™™)
.10.1 dy == ——F¢.
(6.10.1) ; ; B

Pour n = 1, le coefficient, divergent, de F; est a remplacer par zéro.

D’apres 6.7.1, il existe a, dans I'image de w, (u®?) tel que

(6.10.2) dy =a, (mod (27mi)"E).

Cas n = 1. Fixons o et identifions k£ a son image dans C par ¢. En particulier, écrivons (

pour o(. Avec cette notation, (6.10.1) se récrit

(do)¢ = —log(1 = ().

Soient kT le sous-corps totalement réel de k fixe sous par la conjugaison complexe,
et OT l'anneau de ses entiers. Les groupes d’unités O et O* ont le méme rang. On a
donc O @ Q - 0* ® Q et I" est encore la somme directe de OT* ® Q et du sous-espace
vectoriel de k™* engendré par les diviseurs premier de N. Puisque o induit une place réelle
de kT, z — log |z| induit une injection de k** ® Q dans R, et Papplication induite par
x — log |z| de k* ® Q dans R est injective sur I'.

D’aprés (2.3.1), w,(u*”) est le dual de T. Soit F son image dans €. Puisque a, est
dans F¢, sa partie réelle est dans Fg. Prenant la partie réelle de (6.10.2), on obtient que
— > log|l — (| E¢ est dans Fg.

D’apres un théoreme de Bass (1966) (cf. Washington (1997) 8.9 et 12.18), I', muni de

¢ — 1—( (resp. 1 si ¢ = 1) est la distribution trouée paire universelle sur py et il n’y
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a donc d’autres relations linéaires rationnelles entre les log |1 — (| que celles déduites de

6.8.1) et (6.8.2). L’image F contient donc &Y. . Puisque &% a le méme rang que I, (i
distr distr

et (ii) en résultent.

Cas n > 1. Soit F I'image de w,, * (u*?) dans €. Prenant, selon la parité de n, la partie

réelle ou la partie imaginaire de (6.10.2), on obtient que pour tout o
do + (—1)""'d,

est dans Fc. Il résulte de (6.10.1) et des identités

ng_{O sidfm
ot Cldg? sid|m
(=<

que les dy + (—1)""'d, sont dans (8(_1'_1str)(c‘

Lemme 6.11. Le sous-espace W de Ec engendré par les d, = (—1)""1d,, est de dimension

au moins égale au nombre de caractéres de (Z/NZ)* de parité (—1)"~ 1.

Déduisons 6.8 de 6.11. La borne inférieure 6.11 pour la dimension de W coincide tant
avec la dimension de w(u?”),, (2.3.1) qu'avec la dimension de €2 . = (Kubert (1979) App.).
Puisque W est contenu dans I'image complexifiée Fc, W est égal a cette image, (6.1.1) est

injectif. De méme, puisque S est contenu dans (E:{istr)(c, on a égalité, prouvant 6.8.

Preuve de 6.11. On peut supposer que k = Q(exp(27i/N)) € C. On identifie I’ensemble
des plongements complexes de k a (Z/N)* par ¢ — (%, et uy a Z/N par b — exp(2wib/N).

Avec ces notations, W est I'image de ’application

F: C®/N" L, CB/N

de matrice

$ exp(—2mi abm) N (_1)n_1exp(—27rz' abm) -

mn mn
m
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Il nous faut minorer le rang de F'. Il sera plus commode de considérer ’application trans-
posée 'F. Les applications F et 'F sont équivariantes, pour les actions e, — e, et
€x > €4, de (Z/N)* sur les deux membres, et il suffit de vérifier que pour tout caractere y
de (Z/N)* de parité (—1)"~1, la x-partie de *F est non nulle. Soient M le diviseur de N tel
que x provienne d’un caractere primitif xo de (Z/M)*, et prolongeant xo par 0 sur Z/M.
Vérifions que I'image par “F' du vecteur (xo(b))pez/n est non nulle. Prenant la composante
a = 1, on se ramene a vérifier que

Z exp(2mi bm).xo(b) £0

mn

b,m

C’est en effet N/M fois le produit de la somme de GauBl > exp(27ib)xo(b) (somme sur
(Z/M)*) par L(xo,n).

Remarque 6.12. L’argument utilisé pour n > 1, utilisant tous les plongements complexes
et (6.10.2) modulo (27i)"€ ® R plutét qu'un seul plongement et (6.10.2) modulo 27i€,
s’applique aussi pour n = 1 si N n’a qu'un seul facteur premier. Dans ce cas en effet,
I'application régulateur de O [1/N] dans R™, m le nombre de places a l'infini, a un noyau

fini et une image discrete.

Remarque 6.13. Combinant les résultats de cet article avec ceux de Goncharov (2001),
on obtient immédiatement ’analogue motivique de résultats de loc. cit. sur les algebres de
Lie de Galois: remplacer systématiquement 1’algebre de Lie de Galois gf\] par Im(LieU,, —

Lie V) (voir 10.5.3) qui est son analogue motivique, et travailler sur Q plutot que Q.
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Appendice. Rappels sur les groupes algébriques unipotents.

Dans tout cet appendice, nous supposons étre en caractéristique zéro.

A.1. En caractéristique zéro, le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt peut étre énoncé
comme suit. Pour £ une algebre de Lie sur K, soit ¢,: Sym™L — UL le produit symétrisé,
de la puissance symétrique ni®™¢ de L dans ’algebre enveloppante de L. Pour = dans L, il

envoie 1’élément =" de Sym"™L sur I’élément =™ de UL. Le morphisme d’espaces vectoriels
(A.1.1) @i Sym* L — UL

est un isomorphisme de cogebres. Il transforme la filtration croissante de Sym*L par les
63 Sym”™L en la filtration de UL par les images des 63 Q" L.

e Sous cette forme, le théoreme est valable dansntz)flte catégorie additive Q-linéaire
karoubienne (3.9) qui admet des sommes dénombrables munie d’un produit tensoriel biad-
ditif, associatif, commutatif et & unité. Voir P. Deligne and J. Morgan (1999) 1.3.7. Le cas
qui nous intéresse est celui des espaces vectoriels filtrés. Soit £ une algebre de Lie munie
d’une filtration décroissante F'. La filtration correspondante de UL est caractérisée par
la propriété qu’une filtration sur un L-module M est compatible a la filtration de L si
et seulement si elle I'est a celle de U L. La version catégorique de Poincaré-Birkhoff-Witt
implique la compatibilité de (A.1.1) aux filtrations.

Une filtration F' sur un L-module M est compatible a la filtration centrale descendante
3 de L, si et seulement si les FPM sont des sous-modules et que L agit trivialement sur

les Gr M. La filtration de U L induite par la filtration 3 de £ est donc la filtration par les

puissances de 1'idéal d’augmentation I. Par compatibilité de (A.1.1) aux filtrations, on a

Corollaire A.2. Si l’algébre de Lie L, de série centrale descendante 3, est nilpotente de

classe ¢ (31 = 0), alors, si on identifie Sym*L et UL par (A.1.1), on a

(A.2.1) I"> @& SymPL > I".

pz=n

Notons U L le complété I-adique de U L.
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Corollaire A.3. Si l'algebre de Lie L est nilpotente, l'isomorphisme (A.1.1) induit par
complétion un isomorphisme d’espaces vectoriels
(A.3.1) I symme —u" 2.
n>0
L’isomorphisme (A.3.1) est compatible aux topologies des deux membres. A gauche,
la topologie est la topologie produit (d’espaces discrets). A droite, celle de limite projective

des espaces discrets UL /T™.

A.4. Le foncteur “algebre de Lie” est une équivalence de la catégorie des groupes algébriques
unipotents avec celle des algebres de Lie nilpotentes de dimension finie. L’équivalence in-
verse sera notée exp. De plus, le foncteur p — dp est une équivalence de la catégorie
des représentations linéaires (de dimension finie) de V', supposé unipotent, avec celle des
représentations nilpotentes de son algebre de Lie v.

On dispose d’une application exponentielle
(A.4.1) exp: v —V

du schéma vectoriel v dans V. Elle est caractérisée par la propriété que pour toute

représentation linéaire p de V', on ait

(A4.2) plexp(z)) = exp(dp(x)).
C’est un isomorphisme de v, muni de la loi de groupe de Campbell-Hausdorff, avec V.

A.5. Soit V un groupe algébrique unipotent d’algebre de Lie v. L’algebre enveloppante Uv
est l'algebre des opérateurs différentiels sur V' invariants par translations a gauche. Comme
cogebre, c’est le dual topologique du complété de ’anneau local de V' en 1. L’application
exponentielle (A.4.1) induit un isomorphisme de la cogebre Uv avec la cogebre Sym*v des
opérateurs différentiels en 0 sur ’espace affine v.

Par réduction au cas ou v est de dimension un, on vérifie que cet isomorphisme envoie
2™ € Sym"v sur 2 € Uv. C’est donc 'isomorphisme (A.1.1). Pour 'espace affine v,
’algebre affine de v est le dual topologique de la cogebre complétée [[ Sym™v. Appliquant

n>0
A3, on obtient:
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Proposition A.6. L’algébre affine de V' est le dual topologique de la cogebre Uv, complétée

pour la topologie I-adique.

Dualement, le dual (muni de la topologie faible) de I’algebre affine de V' est U"v. Les
points de V a valeurs dans une algebre A (homomorphismes de 1’algebre affine dans A)
sont les éléments groupaux g de ARU" v: les éléments d’augmentation 1 tels que Ag =
g ® g. Compatibilités: 'application exponentielle (A.4.1) est ’exponentielle, de A ® g dans
V(A) c AU  v. La loi de groupe est le produit dans U v.

A.7. Un schéma en groupe affine G est la limite projective de ses quotients G, qui sont
des groupes algébriques. Il y a lieu de définir son algebre de Lie Lie(G) comme étant
la pro-algebre de Lie limite projective des Lie(G,). De fagon équivalente, c’est la limite
projective des Lie(G ), qui sont de dimension finie, munie de sa topologie de limite pro-
jective d’espaces discrets. C’est le dual de la limite inductive colim(Lie(G4)"), muni de sa

topologie faible.

A.8. Un schéma en groupe affine G est pro-unipotent s’il est limite projective de groupes
algébriques unipotents, i.e. si les G, de A.7 sont unipotents. On définit ’algebre envelop-

pante complétée U” Lie(@) de Lie(G) par
U Lie G = lim, U Lie(Gq) = limg , U(Lie(Gy)) /17,

cette limite étant munie de sa topologie de limite projective. Avec ces définitions, A.6 reste

valable, comme on le vérifie par passage aux limites.

A.9. Cas particulier. Soit Lib((z;);cr) l'algebre de Lie libre sur K engendrée par une
famille finie de générateurs x;. Notons-la simplement Lib. Son algebre enveloppante est
lalgebre associative libre K ((z;)icr)-

Soit Lib" le complété de Lib pour la filtration centrale descendante. C’est 'algebre de

Lie du schéma en groupe pro-unipotent

exp(LibA) = lim exp(Lib/3").
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Son algebre enveloppante complétée est I’algebre des séries formelles associatives K (((x;))).
Les points de exp(LibA) a valeurs dans une K-algebre A sont les éléments groupaux
g de A{(x;))): terme constant 1 et Ag = g ® g, A étant le coproduit A {((z;)) —
A{(x:)) @A ((x;)) tel que Az =2; @14+ 1® ;.

A.10. Soient V un groupe algébrique unipotent, et D une filtration décroissante finie
de son algebre de Lie v, telle que DY(v) = v. On notera encore D la filtration de V
par les sous-groupes d’algebres de Lie les DPv. Puisque [DPv, DIv] C DPTiv, ce sont des
sous-groupes distingués, et pour p>1, DPV/DPHLV est abélien.

On notera encore D les filtrations induites sur Uv, U v et son dual O(V). La filtration
n— D™"O(V) de O(V) est croissante, et D'O(V) = 0.

Par A.1, application exponentielle exp: v — V respecte les filtrations D des algebres
affines. Par réduction au cas linéaire, on en déduit que 1’algebre affine de V/D" ™1V est la
sous-algebre de O(V) engendrée par D~"O(V). En particulier, D°O(V) est I’algebre affine
de V/D'V.

Si M est une représentation de V', les conditions suivantes sur une filtration F' de M

sont équivalentes:

_ compatiblité & D sur v: DPv @ FIM — FPTIM],
_ compatibilité & D sur Uv: DPUv @ FIM — FPTIM,
_ compatibilité & D sur O(V): FPM — > . D™"O(V) @ FPt"M

La filtration D de O(V') est stable par translations a gauche et a droite. Si P est un

V-torseur, elle fournit encore une filtration D sur l’algebre affine O(P) de P.

A.11 Fonctorialités. (i) Soient v; une sous-algebre de Lie de v (resp. un quotient)
et V7 le sous-groupe (resp. quotient) correspondant de V. Notons D; la filtration de v,
induite par (resp. quotient de) la filtration D de v, et les filtrations qui s’en déduisent
sur Sym*vy, Uvy, U v, et O(V1). La puissance symmétrique Sym”™(vy) est un sous-espace
(resp. quotient) de Sym”(v), et sa filtration D; est induite par (resp. quotient de) la

filtration D de Sym™(v). Il résulte de A.1 que la méme assertion vaut pour Uv; et U vy et
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que dualement, la filtration Dy du quotient (resp. sous-espace) O(V;) de O(V') est quotient
de (resp. induite par) la filtration D de O(V).

(ii) Supposons que la filtration D de v provienne d’une graduation v = & v,. Cette
n>0

graduation se propage a Sym*(v), Uv, U v et O(V). Pour U v, “graduation” est & prendre
au sens de “décomposition en produit” plutot que “décomposition en somme”. La filtration
D de Sym™(v) provient de la graduation de Sym”(v). Par A.1, la méme assertion vaut
pour Uv, U v et O(V).

(iii) Par passage a la limite, A.10 et A.11 restent valable dans le cas pro-unipotent.

A.12 Exemples. (i) Prenons ’algebre de Lie pro-unipotente Lib" de A9, et la filtration
centrale descendante 3. Elle provient de la graduation pour laquelle les x; sont de degré 1.
Chaque monome m en les z; définit sur exp(Lib") € K ({(x;))) une fonction ¢,, “coefficient
de m dans ¢g”, et ’algebre affine a pour base les ¢,,. Le produit est le produit de mélange.
Le degré de c,, est 'opposé de celui de m.

(ii) Parmi les générateurs x;, distinguons en un, noté xg, et posons I = {0} II J. On a
Lib := le((xl)lef) = K..’L‘O X Lib((adaco)"(xj), (7120, j S J))

Soit D la filtration de Lib pour laquelle DP est, pour p > 1, la série centrale descendante
du second facteur. La filtration D provient de la graduation pour laquelle xg est de degré
0etlesx; (j € J) de degré 1. Complétant cette filtration, on obtient une filtration, encore
notée D, de Lib" . La filtration correspondante de I'algébre affine O(exp(Lib")) est déduite
de la graduation pour laquelle le degré de c,, est 'opposé du degré du monome m en les
zj (j€J).
A.13. Soit G un groupe algébrique produit semi-direct du groupe multiplicatif G,, par
un groupe algébrique unipotent V', d’algebre de Lie v. L’action de G, sur v gradue cette
algebre de Lie; sur v,,, A € GG,,, agit par multiplication par A".

Supposons v a degrés > 0. Le foncteur p — dp est alors une équivalence de la catégorie
des représentations linéaires de GG avec celle des espaces vectoriels gradués E, muni d’une
action compatible aux graduations de ’algebre de Lie v. La graduation de E donne I’action

de G,, et l'action de v, automatiquement nilpotente, donne celle de V.
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Notons K (a) l'espace vectoriel K placé en degré a. Pour a < b, une extension de K (a)
par K (b) dans la catégorie des représentations de G est donnée par un homomorphisme
v — Hom(K (a), K (b)), i.e. par un élément du dual de la partie homogene de degreé b — a

de v® :=v/[v,v]:
(A.13.1) Exthop (e (K (a), K(b)) = (v*)p—a".

A.14. Soit G un schéma en groupes produit semi-direct de G,, par V pro-unipotent.
Ecrivons-le comme limite projective de quotients par des sous-groupes distingués contenus
dans V:

G=G,, xV =1im G,, x V,.

Supposons les algebres de Lie graduées v, des V, (A.13) a degré > 0. Passant a la
limite, on déduit de (A.13.1) que

(A.14.1) Ext%{ep(g)(k(a), k(b)) = colim(v®"),_,".

«

Supposons en outre que pour tout,
dim Ext!(k(0), k(n)) < oo.

Les limites projectives (A.14.1) sont alors stationnaires et, puisque si on releve dans les
(Va)n des bases des (v2P),, on obtient un systéme générateur de v,, la dimension de
(Va)n est, pour chaque n, bornée indépendamment de n. On notera v, 1’algebre de Lie
graduée de composantes homogenes les limites projectives (stationnaires) des composantes

homogenes des v,,. Passant a la limite dans A.13, on obtient:

Proposition A.15. Sous les hypothéses de A.1}: G = G,, x V, Lie V a degrés > 0,
Ext%{ep(G)(k(O),k(n)) de dimension finie, le foncteur p — dp est une équivalence de la
catégorie des représentations de G avec celle des espaces vectoriels gradués munis d’une

action de l'algébre de Lie graduée vgr. On a

Extiep(a) (K(0), k(n)) = (Vi)
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