| motivi

In geometria algebrica si presentano naturalmente
diversi “invarianti’: coomologia singolare, coomologia
di De Rham, K-teoria.

Idea di Grothendieck: Il “motivo” di una varieta &

invariante” piu fine ad essa associato.

Esiste? Il “motivo” sara un oggetto che racchiude
tutte le proprieta che osserviamo separatamente con gli
“Invarianti” .

La costruzione dei “motivi’ dipendera da una
definizione degli “invarianti” ovvero delle “teorie
coomologiche” considerate.
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Formalizzazione

Le “teorie coomologiche” determinano dei funtori:

V

A

| “motivi” sono gli oggetti di una “nuova” categoria che
creiamo per fattorizzare tutti questi funtori.

V MOTIVL

Bisogna “avvicinare” )V ad A utilizzando “operazioni
algebriche” su V.
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Cicli algebrici

Sia X uno schema algebrico e definiamo il gruppo
dei k-cicli:

Z(X) = {gruppo libero gen. dai chiusi di dim. k}

Equivalenza razionale: V ~ V' se esiste W C X x P! di
dimensione k£ + 1 tale che:

V=r({0}) V'=7"({cc})

T

TN
X x P

/\0

°G

Definiamo:
Ap(X) = Zp(X)/ ~
e indichiamo A, (X) = ®;A4;(X).
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Push-forward e pull-back

Sia f : X — Y un morfismo proprio, allora:

Sia f : X — Y un morfismo piatto di dimensione rel. n,

allora:
i A(Y) = Aggn(X)

Definiamo:

CaCl(X) & Ap-1(X) DY ordy(D)[V]

da cui:

Se L & un fibrato lineare tale che £ ~ Ox (D) definiamo:

Cl(L) MN_: Ak(X) — Ak_l(X)

Ve a@)n[V] e D-[v]

E generalizzando definiamo le classi di Segre di un
qualsiasi fibrato vettoriale.
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Intersezione mediante il cono normale

Intersezione insiemistica: Siano A, B C X ed: X —
X x X allora ANB =6§"1A x B).

Intersezione algebrica: Sia X una varieta liscia,
a,f€ A, (X)ed: X - X x X, allora:

a-f=05(axp)
Dove 0* € la composta:

A*(X X X) —*A*(C(g(X)X X X)

o x f3
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Prodotto d’intersezione di cicli

_Sia d)g una varieta liscia di dimensione d e sia
AYX) Z Ag_i(X) allora:

AX)@A(X) = AT (X) aB—a-p
Quindi A(X) = A*(X) = ®;A*(X) & un anello graduato

detto anello di Chow. Si definisce f* per ogni f tra
varieta non-singolari e vale:

Teorema. La legge:
X — A(X) (f: X—=>Y)—= (f": AY) - A(X))

é un funtore controvariante dalla categoria delle va-
rieta non-singolari alla categoria degli anelli commutativi
graduati con identita con morfismi di grado 0.

Teorema. [Formula di proiezione] Sia f : X — Y
un morfismo proprio allora:

Questo e tutto e solo quello che serve per proseguire.
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Le categorie C e

Sia V la categoria delle varieta non-singolari e proprie
su e sia H una teoria coomologica di eil ad esempio
la coomologia singolare e lo scopo sara costruire una
categoria M dei motivi e ettivi tale che:

V M

AL

rocederemo per passi successivi.

Definiamo V la categoria tale che:

Ho (X,)Y)=AXxY)®

Dati f € Ho (X,Y)e € Ho (Y, Z) definiamo:



gni ciclo a € A(X x Y') agisce sugli anelli di ho :

ay: A(X) = A(Y) r— 4 T«

A

Y

o, (x)

Questa azione si trasporta sulla coomologia.

Definiamo M come segue:

gli oggetti sono coppie (X, ) con X € Ve €
Ho (X, X) un proiettore, i.e. =

Ho (X, ),(Y, )= Ho (X,Y) .

Definiamo (X)=(X, x)eH ((X, )) = H(X).

Questa categoria e additiva e esitono i nuclei e le
immagini di ogni proiettore.

di 14



ecomposizione di urre

Diremo che una varieta X di dimensione d ammette
una se esistono m, T4
proiettori tali che:

d
. (X, X): | (X,T('Z')

. T, 7Tj — 57;]'71']'

. nella coomologia i m; inducono la parte ( d )
della decomposizione di Kunneth della diagonale

. T, ,Tj_1 € T jt1, ,T g Aagiscono In maniera
banale su A7(X) ®

. esiste una filtrazione discendente intrinseca generata
induttivamente da:

AX)e =AX)®

X)) = r(mpakl )
abbiamo AV X)® =4 (X)®
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Se definiamo A*((X, ), )= A X)® CA(X)®
e indichiamo *(X) = (X, m;) allora:

P AI(X)® o~ A TTNX), ) 0 +1

on e ura. gni varieta in Y ammette una
decomposi ione di  urre.

Se & un punto di X abbiamo due proiettori banali:

exX

/ \ X
X exexX

exX

Il motivo di una varieta X ammette una decomposizione:

(X)= XeX, x ™ 7T “UX)
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er le curve vale la decomposizione di
_|_

Teorema. S ano eY due urve a ora:












